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Introduction 


Ce livre est la version étendue d’un cours introductif sur les variétés 
et la géométrie riemannienne pour des élèves physiciens. Il ne s’agit pas 
d’un cours de mathématiques où tout serait rigoureusement démontré, 
mais plutôt d’une introduction au vocabulaire des mathématiciens, des- 
tinée à faciliter le dialogue entre les deux communautés. Il permettra aux 
physiciens et aux ingénieurs interessés par les problèmes de modélisation 
de comprendre, de poursuivre et d'améliorer leurs connaissances dans 
ces domaines. Le lecteur trouvera dans les derniers chapitres quelques 
applications aux sciences physiques, en particulier celles concernant les 
systèmes hamiltoniens, autrement dit la mécanique analytique, ainsi que 
l'application de la géométrie riemannienne à la relativité générale. 

Le premier chapitre présente l’objet essentiel de la géométrie que sont 
les variétés topologiques. Il s’agit de généraliser à toutes les dimensions 
la notion de surface ou de volume et de ne considérer que les aspects 
topologiques. Aucune autre structure n’est envisagée. Seule la topologie 
est prise en compte. En d’autres termes, on manipule des objets de 
caoutchouc qui, du point de vue du topologue, sont équivalents par 
déformation : une tasse à café est l’équivalent d’un tore. On rencon- 
trera des objets aussi étranges que la bande de Môbius ou la bouteille de 
Klein, et on comprendra que la notion de variété s'applique aussi bien 
à des espaces dérivés de l’espace physique, comme les espaces projec- 
tifs, qu'à des espaces de matrices. Le chapitre se termine par un bref 
commentaire sur la classification des variétés. 
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Le deuxième chapitre est consacré à l’étude du groupe fondamental 
d’une variété. Il s’agit d'étudier les types de lacets que l’on peut dessiner 
sur une variété, et de voir (ou plus exactement ici d'admettre) que cela 
forme un groupe. Sur le cercle par exemple, on pourra dessiner des lacets 
qui font un tour, deux tours, etc. dans le sens positif et la même chose 
dans le sens négatif, lorsque l’on tourne en sens inverse. Il y a donc une 
infinité de types de lacets, caractérisés par le nombre algébrique de tours. 
Il s'ensuit que le groupe fondamental du cercle est le groupe des entiers 
relatifs. Bien évidemment, le calcul du groupe fondamental n’est pas tou- 
jours aussi intuitif, surtout lorsque les variétés sont des espaces matri- 
ciels. Nous donnons dans ce chapitre les outils classiques qui permettent 
le calcul du groupe fondamental, qui est un invariant topologique des 
variétés. La notion se généralise à des groupes d’homotopie supérieurs 
dont le calcul est essentiel. Nous verrons par exemple que les espaces de 
cohomologie de de Rham caractérisent les structures différentiables sur 
une variété et sont des invariants topologiques. Le calcul des groupes 
d’homotopie supérieurs est alors nécessaire pour déterminer le nombre 
de structures différentiables sur une variété. 

Le troisième chapitre porte sur les catégories et les foncteurs. Introduit 
dans les années 1940, cette théorie est une approche qui permet en toute 
généralité l’étude des objets et des structures mathématiques. Les caté- 
gories sont des collections d'objets et de morphismes. La catégorie des 
ensembles est formée d’objets que sont les ensembles et de morphismes 
que sont les applications entre ces ensembles ; la catégorie des groupes 
est formée d’objets que sont les groupes et de morphismes que sont les 
homomorphismes de groupes. La catégorie des espaces topologiques est 
la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques et dont les 
morphismes sont les applications continues. Puis, nous introduisons les 
foncteurs qui sont des généralisations de la notion de fonction, et qui 
agissent à la fois sur les objets et sur les morphismes de la catégorie. En 
dépit de règles très rudimentaires, cette théorie est d’une puissance dé- 
monstrative remarquable. Elle permet, par exemple, d'introduire la no- 
tion d'objet universel, qui garantit aux mathématiciens de ne pas utiliser 
deux notions qui pourraient apparaître différentes, mais qui en réalité 
seraient identiques. Ou de montrer que certaines structures ne peuvent 
pas exister. Elle permet aussi d'introduire les foncteurs dérivés Ext et 
Tor que l’on retrouve en algèbre homologique. 

Le quatrième chapitre introduit les variétés différentiables. Pour 
mettre une structure différentiable sur une variété topologique, on consi- 
dère un atlas de cartes (comme dans un atlas géographique) et on se 
donne un ensemble de règles (des bijections différentiables) qui per- 
mettent de passer d’une carte à une autre. On généralise alors les notions 
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classiques de calculs différentiel et intégral. Puis, on introduit la notion 
de champ de vecteurs et ses courbes intégrales, bien connue des phy- 
siciens. Il s’agit, par exemple, de la représentation de la vitesse d’un 
mobile, d’un champ magnétique ou d’un champ gravitationnel. Pour dé- 
river le long d’un champ de vecteurs, on introduit une généralisation 
de la différentiation directionnelle appelée la dérivée de Lie. En outre, 
comme les espaces tangents d’une variété ne sont pas nécessairement 
contigus, on utilise la notion de connexion pour dériver les champs de 
vecteurs comme s'ils étaient définis sur un même espace, ce que nous 
verrons dans le chapitre sur la géométrie riemannienne. 

Le cinquième chapitre introduit la notion d’espaces fibrés, dont le fibré 
tangent est le plus connu. L'espace fibré est localement le produit de deux 
espaces, la base et la fibre. En chaque point d’une sphère, il est possible 
de définir un plan tangent. L'ensemble de tous ces plans définit le fibré 
tangent à la sphère. Pour le cercle, l’espace fibré est l’ensemble de toutes 
les droites tangentes au cercle. Le fibré d’un cercle est le produit dont 
la base est le cercle et la fibre la droite réelle : c’est donc un cylindre de 
hauteur infinie. Comme le produit est non seulement local, mais global, 
le fibré est trivial. Par contre, sur la sphère S? (comme sur toutes les 
sphères £?” de dimension paire) le fibré tangent n’est pas trivial : on ne 
peut peigner une sphère de dimension paire sans épi. Si un champ de 
vecteurs est représenté sur la sphère par des cheveux, alors le théorème 
de la boule chevelue affirme qu’il existe au moins un épi, autrement dit, il 
existe au moins un point où le champ de vecteurs s’annule. Nous voyons 
aussi la notion de revêtement et de section d’un fibré. Un revêtement 
est un fibré dont les fibres sont des espaces discrets. Les revêtements 
jouent un rôle important dans le calcul du groupe fondamental. Lorsque 
l’espace de base est connexe par arcs et localement simplement connexe, 
alors les revêtements connexes par arcs sont en correspondance bijective 
avec les sous-groupes du groupe fondamental. 

Le sixième chapitre est consacrée à l’algèbre tensorielle et extérieure. 
La notion de tenseur généralise celle de nombres, de vecteurs et de 
matrices à toutes les dimensions. Elle est bien connue des physiciens 
qui manipulent le calcul et les indices des tenseurs avec une grande vir- 
tuosité. Le produit extérieur généralise le produit de deux vecteurs en 
dimension trois à toutes les dimensions. Nous retrouverons la notion 
d’algèbre extérieure au chapitre suivant. 

Le septième chapitre introduit les formes différentielles. Une forme 
différentielle de degré n est la donnée en chaque point x € M d’une 
forme multilinéaire de degré n alternée sur l’espace tangent en x. Ces 
objets permettent de faire du calcul différentiel sans avoir recours à une 
métrique ou à une mesure. En effet, les formes différentielles s’intègrent 
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naturellement sur les chemins, indépendamment du paramétrage de la 
courbe définissant ce chemin. Un résultat remarquable est la formule de 
Stokes qui généralise plusieurs formules d’intégration. L'espace Q*(M) 
qui est la somme directe des ensembles Q” (M) des formes différentielles 
de degré n est muni d’un produit extérieur et d’une différentiation exté- 
rieure. C’est une algèbre différentielle graduée, propriété essentielle qui 
induit de nombreuses propriétés. 

Le huitième chapitre concerne la géométrie riemannienne. On intro- 
duit la notion de connexion qui est l'outil central pour réaliser la jonction 
entre les espaces tangents et permet aux champs de vecteurs d’être dé- 
rivés comme s’ils prenaient leurs valeurs sur un espace vectoriel unique. 
Lorsque la variété est munie d’une métrique pseudo-riemannienne, elle 
admet une unique connexion appelée connexion de Levi-Civita. Le cha- 
pitre se termine sur le calcul des symboles de Christoffel et des identités 
de Bianchi, qui sont fort utiles au physicien, en particulier en relativité 
générale. 

Le neuvième chapitre est une version compactée d’algèbre homolo- 
gique. Après avoir introduit les complexes de chaînes, le chapitre présente 
différentes homologies et la façon dont on les calcule. L’idée est d'extraire 
de ces complexes de chaînes des invariants homologiques, l’outil princi- 
pal pour cela étant les suites spectrales. La dualité entre l’homologie et 
la cohomologie est donnée par le théorème de Poincaré. Cette théorie 
permet de comprendre plus finement la formule de la caractéristique 
d’'Euler. Pour un polyèdre, la caractéristique d'Euler est le nombre de 
sommets augmenté du nombre de faces et diminué du nombre d’arêtes 
qui est égal à 2(1 — g) où g est le nombre de trous du polyèdre. On dé- 
montre que cette caractéristique d’Euler est aussi égale à la somme alter- 
née des dimensions des groupes de cohomologie. Le chapitre se termine 
par une présentation de la notion de faisceau et de variété algébrique. 

Le dixième chapitre porte sur les variétés complexes, qui sont une 
généralisation des variétés différentielles dans lesquelles les changements 
de carte sont holomorphes. On donne quelques indications sur les varié- 
tés hermitiennes et khälériennes ainsi qu’un exemple d’application de 
la métrique de Fubini-Study au modèle des instantons gravitationnels. 
Le chapitre se conclut par une très brève introduction aux surfaces de 
Riemann. 

Le onzième chapitre traite des connexions sur les fibrés. C’est une 
généralisation des résultats précédents, fort utile en physique mathéma- 
tique, car la connexion n’est autre que le potentiel de jauge des physi- 
ciens. 

Le douzième chapitre est une présentation succinte des théorèmes de 
l'indice. La notion de classe caractéristique apparaît lorsque l’on cherche 
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à classer les fibrés vectoriels. Ces classes servent à établir le théorème de 
l’indice d’Atiyah-Singer, qui entraîne le fameux théorème de Hirzebruch- 
Riemann-Roch. Ces outils servent à la compréhension des opérateurs 
elliptiques, de l’opérateur de Dirac et d’autres types d'opérateurs, ainsi 
qu’au calcul de la formule des traces de Selberg. 

Le treizième chapitre est une introduction mathématique à la méca- 
nique hamiltonienne. On s'intéresse aux variétés symplectiques (l’espace 
des phases des physiciens) et aux systèmes intégrables. Il existe rela- 
tivement peu de systèmes hamiltoniens intégrables. Pour un système 
intégrable au sens de Liouville, si l'application moment est propre et 
régulière alors ses fibres sont des tores. Les trajectoires s’enroulent sur 
des tores et le mouvement est quasi-périodique. En revanche si le sys- 
tème est non intégrable, son comportement peut être très chaotique. 
Pour les systèmes intégrables, on démontre qu’il existe des coordonnées 
dites coordonnées action-angle qui les linéarisent. Si l’on perturbe lé- 
gèrement un système intégrable, les trajectoires sont détruites, mais il 
reste tout de même quelques tores invariants : c’est le théorème KAM. 

Le quatorzième et dernier chapitre est une application des résultats 
de géométrie riemannienne à la relativité générale. L’équation d’Einstein 
est une équation tensorielle qui représente un ensemble d'équations aux 
dérivées partielles non linéaires d'ordre 2. Elle pose une égalité entre 
des termes qui ne dépendent que de la géométrie de l’espace-temps et le 
tenseur énergie-impulsion du champ de matière. Elle exprime donc com- 
ment la matière modifie la géométrie de l’espace-temps. Nous savons 
que la présence d’une masse importante de matière (p. ex. une pla- 
nète) courbe les rayons lumineux. Ces rayons se déplacent selon les plus 
courts chemins, et suivent les géodésiques de la variété. L’espace-temps 
a donc une certaine courbure qui est induite par la présence de matière. 
La solution la plus célèbre de l’équation d’Einstein est la métrique de 
Schwarzschild. Celle-ci présente deux singularités en r = 0 et en r = 2m. 
Kruskal montra en 1960 que cette deuxième singularité décrit un trou 
noir. Le chapitre se termine par une linéarisation des équations d’Ein- 
stein qui prédit l’existence d'ondes gravitationnelles, dont la première 
observation eut lieu en 2015. 


l 


Variétés topologiques 


La notion de variété (manifold en anglais) est une généralisation de la 
notion de surface à des dimensions quelconques. Une variété de dimen- 
sion 0 est un ensemble de points isolés, une variété de dimension 1 est 
une courbe, une variété de dimension 2 est une surface, une variété de 
dimension 3 est un volume, etc. De manière heuristique, une variété est 
un espace topologique localement euclidien, c’est-à-dire qui a, au moins 
localement, toutes les bonnes propriétés de mesure et de distance per- 
mettant de définir des notions plus élaborées comme le calcul intégral 
et différentiel. Munie d’une telle structure, une variété topologique est 
alors appelée une variété différentiable. Dans ce chapitre, nous envisa- 
geons uniquement les variétés topologiques. 


1.1 Variétés topologiques 


Définition 1.1.1. Un espace topologique M est un espace séparé (de 
Hausdorff en anglais) si tous les points distincts x,y € M ont des voisi- 
nages distincts Uz N Uy = Ø. 


Définition 1.1.2. Soient M et N deux espaces topologiques. Une appli- 
cation f : M — N est un homéomorphisme si f est une bijection conti- 
nue dont l'inverse est aussi continue. 


Exemple 1.1.3. 1. Tout intervalle ouvert ]a,b| est homéomorphe à 
la droite réelle R, car Vapplication f : x — x/(1 + |x|) est un 
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homéomorphisme de R sur ]—1,1[ et l'application 
g:æ—(a—b)x/2+(a+b)/2 


est un homéomorphisme de |—1,1| sur ]a,b[. Par conséquent, 
comme la composition de deux homéomorphismes est un homéo- 
morphisme, on conclut que go f est un homéomorphisme. 


2. R est homéomorphe à ]0, +00] par l’homéomorphisme f : x > e. 


3. Le segment fermé [a, b] n’est pas homéomorphe au segment ouvert 


Ja, b|. 


Définition 1.1.4. Un espace séparé muni d’une base dénombrable 
d’ouverts est une variété topologique M (sans bord) de dimension n 
si tout point x € M admet un voisinage homéomorphe à R”. 


Intuitivement, une variété topologique est donc un espace topologique 
non pathologique fait de caoutchouc qui peut être déformé sans être 
déchiré, ni recollé en un autre espace localement euclidien. Les espaces 
rencontrés en physique sont des espaces séparés (i.e. de Hausdorff). 


Exemple 1.1.5. 1. Tout sous-espace ouvert de R” est une variété 
topologique de dimension n. 


2. Tout ensemble de points isolés {x1,...,xn} est une variété topo- 
logique de dimension 0. 


3. La sphère 
St le {re R", [rl =1} 


est une variété topologique de dimension (n — 1) compacte. La 
sphère est connexe si n > 2. Remarquer que la sphère n’est pas 
globalement homéomorphe à l’espace tout entier R”, mais que la 
sphère privée d’un point est homéomorphe à R°—!. Considérons la 
projection stéréographique définie de S"-\{N} vers R” où N 
est le pôle nord N = (0, ...,0,1). L'application 


est continue, bijective et définit un homéomorphisme de S” N} 
vers R°-!. De la même façon, la projection stéréographique de la 
sphère privée du pôle sud STIS} vers R°-1 définit un homéo- 
morphisme de S"-\{S} vers R°!. Par conséquent, tout point de 
la sphère admet un voisinage homéomorphe à R"=!. La sphère est 
donc une variété topologique de dimension (n — 1). 
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4. Le cylindre (infini, sans bord) 
Stx R={rE€R?, z? +gr2=1,x3 €R} 


est une surface connexe. Une surface est une variété topologique 
de dimension 2. 


Définition 1.1.6. Soit M un espace séparé, muni d’une base dénom- 
brable d’ouverts. M est une variété topologique de dimension n avec 
bord si M n’est pas une variété topologique sans bord et si tout point 
x € M a un voisinage homéomorphe à un ouvert U de 


H= {x ER”, M >20} 


Si f : M — U est un tel homéomorphisme, alors l’ensemble des x € M 
tels que 

f(x) € 3Hn = {x E R”, zn=0} 
est appelé le bord de M et noté OM. 


Remarquons que si M est une variété topologique avec bord de dimen- 
sion n, l’espace M\OM est une variété sans bord. Le bord OM est une 
variété topologique de dimension (n — 1). 

Exemple 1.1.7. 1. L'ensemble B” = {x € R”, |x| < 1} est une 
variété de dimension n avec bord, compacte, connexe. Le bord est 
la sphère ƏB” = Sn 1, 

2. Les demi-plans fermés H, = {x E€ R”, x, > u} sont des variétés 

avec bords. 

3. Le demi-cylindre C = S1x]-00,0] = {x € RÌ, x?+22 = 1, z3 < 0} 

est une surface à bord. Le bord de ce cylindre est le cercle 8C = ST. 
Théorème 1.1.8 (invariance du domaine de Brouwer). Soient U un 
ouvert de R”, f : U — R” une application continue, injective. Alors 
f(U) est ouvert et f : U — f(U) est un homéomorphisme. 


Exemple 1.1.9. Un ouvert de R” n’est pas homéomorphe à un ouvert 
de R” (m £n). 


1.2 Compacité 


La compacité limite le nombre d’ouverts. Toute variété topologique 
est localement compacte. 


Définition 1.2.1. Une collection (Ua) de sous-ensembles (ouverts) d’un 
espace topologique X tels que leur union est l’espace X est appelée un 
recouvrement (ouvert) de X. 
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Définition 1.2.2. Un espace topologique X est compact si pour tout 
recouvrement ouvert (U;);er il existe une sous-collection finie (U;);ey 
avec J est sous-ensemble fini de J qui est aussi un recouvrement de X. 
Autrement dit, X est compact si de tout recouvrement ouvert de X on 
peut extraire un sous-recouvrement fini de X. 


Pour les compacts de R”, on a les caractérisations suivantes. 


Proposition 1.2.3. Un sous-ensemble X de R” est compact si et seule- 
ment si X est non vide, fermé, borné. 


Proposition 1.2.4. Un espace topologique X est compact si et seule- 
ment si de toute suite de points de X, on peut en extraire une sous-suite 
qui converge. 


La proposition suivante montre que toute bijection continue d’un 
espace compact dans un espace séparé est un homémorphisme. 


Proposition 1.2.5. Soient X,Y deux espaces topologiques et soit f une 
bijection continue f : X — Y. Si X est compact et si Y est un espace 
séparé, alors f est un homéomorphisme. 


Définition 1.2.6. Un espace topologique X est localement compact si 
tout point x € X admet un voisinage compact. 


Proposition 1.2.7. Une variété topologique est localement compacte. 


Démonstration. Soient M une variété topologique et x un point de M. 
Il existe un voisinage U de x et un homéomorphisme f de U vers 
f (U) € R”. Comme R” est localement compact, il existe un ensemble K 
contenant f(x) et inclus dans f(U). Mais f-! est continu, donc f-!(K) 
est compact et est un voisinage compact du point x. 


1.3 Connexité 


Sauf pour quelques cas, la connexité par arcs est équivalente à la 
connexité. Pour les variétés topologiques, les deux concepts coïncident. 


Définition 1.3.1. Un espace topologique X est connexe s’il ne peut 
pas s’écrire sous la forme X = Xı U Xə où Xı et Xə sont deux ouverts 
disjoints X1 N X2 = Ø. 


Définition 1.3.2. Soit X un espace topologique. Un chemin de x à y 
dans X est une application continue y : [0,1] — X telle que (0) = x et 


y0) = y. 
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Définition 1.3.3. Un espace topologique X est connexe par arcs si pour 
tous les points x,y € X, il existe un chemin de x à y. 


Proposition 1.3.4. Soit X un espace topologique. Si X est connexe par 
arcs, alors X est connexe. 


Remarquons que la réciproque est fausse en général. L'ensemble des 
points 
A = {(x,sin(1/x)),x > 0} 


est connexe mais n’est pas connexe par arcs. 


Définition 1.3.5. Un espace topologique X est localement connexe 
(resp. localement connexe par arcs) si pour tout point x € X et pour 
tout voisinage V de x, il existe un voisinage connexe (resp. connexe par 
arcs) U de x inclus dans V. 


Proposition 1.3.6. Si un espace topologique X est connexe et locale- 
ment connexe par arcs, alors X est connexe par arcs. 


Définition 1.3.7. Soit X un espace topologique. Un lacet (une boucle 
ou un chemin fermé) est une application continue y : [0,1] — X telle 


que 7(0) = (1). 


Définition 1.3.8. Un espace topologique X est simplement connexe si 
tout lacet de X peut être continâment déformé en un point de X. 


Exemple 1.3.9. Les groupes classiques R”, SU(n), SL,(C) et Sp, (C) 
sont simplement connexes. Mais SL,(R) et Sp,(R) ne sont pas simple- 
ment connexes. Pour la notation des groupes voir la section 1.6. 


Proposition 1.3.10. Une variété topologique est localement connexe et 
localement connexe par arcs. 


Proposition 1.3.11. Une variété topologique M est connexe si et seule- 
ment si M est connexe par arcs. 


1.4 Espaces quotients 


Définition 1.4.1. Soient X un espace topologique et R une relation 
d'équivalence. L'ensemble de toutes les classes d'équivalence est appelé 
l’espace quotient et est noté X/R. 


Exemple 1.4.2. Considérons la relation d'équivalence suivante sur 
l’ensemble des entiers xRy si et seulement si x et y sont de même parité 
(pair ou impair). L'ensemble des classes d'équivalence est composé de 
deux classes : les nombres impairs représentés par la classe du nombre 


18 Variétés topologiques 


1 et les nombres pairs représentés par la classe du nombre 0. L'espace 
quotient est donc l’ensemble {0,1} isomorphe à Zə = Z/27. 


Définition 1.4.3. Soient X un espace topologique, R une relation 
d'équivalence et m la projection X — X/R. La topologie quotient est 
définie sur les ouverts par : U est un ouvert de X/R si et seulement si 
nTt(U) est un ouvert de X. 


Définition 1.4.4. Soient X un espace topologique, À une partie de X 
et R une relation d'équivalence. On appelle saturé de A la réunion des 
classes d'équivalence des éléments de A 


sat(A)={xeX | WEA: xRy} 


Remarquons que la topologie quotient 7 se définit aussi par les fer- 
més : F est un fermé de X/R si et seulement si r_!(F) est un fermé de 
X. On peut aussi la définir par la propriété suivante : la topologie quo- 
tient 7 est la topologie la plus fine telle que la projection m est continue. 
Ce que montre le théorème suivant. 


Théorème 1.4.5. Soient X un espace topologique, R une relation 
d'équivalence et m la projection X — X/R. Il existe une et une seule 
topologie telle que m est continue et telle que si f : X — Y est une 
application continue compatible avec la relation d'équivalence (i.e. xRy 
implique f(x) Rf(y)) alors l’application f de X/R dans Y est continue. 


Démonstration. Remarquons que si U est un ouvert de X/R alors 
rl {(U) est un ouvert de X. La famille T des parties U de X/R telles que 
x l(U) est un ouvert est une topologie sur X/R pour laquelle est conti- 
nue. Vérifions que l’application f: X/R >Y est continue. Soit V un 
ouvert de X, f-!(V) est un ouvert saturé de X et rt f-1(V) = f-1(V). 
Par conséquent, fest bien continue et la topologie T vérifie les conditions 
du théorème. Montrons l’unicité de T. Soit T’ une seconde topologie. 
Comme l’application identique est un homéomorphisme de X/R muni 
de la topologie T sur X/R muni de la topologie 7”, on en déduit que les 
deux topologies coïncident et que par conséquent 7 est unique. 


Définition 1.4.6. Une application f : X — Y d’un espace topologique 
dans un autre est ouverte si pour tout ouvert U de X, l’image f(U) est 
un ouvert dans Y. 


Définition 1.4.7. On dit que la relation d'équivalence R est ouverte si 
pour tout ouvert U de X, le saturé de U est un ouvert de X. 


De la même manière, on définit une relation fermée. 
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Définition 1.4.8. On dit que la relation d'équivalence R est fermée si 
pour tout fermé F de X, le saturé de F est un fermé de X. 


Proposition 1.4.9. La relation d'équivalence R est ouverte si et seule- 
ment si la projection n : X — X/R est ouverte. 


Démonstration. Supposons que la projection m soit ouverte, c’est-à-dire 
que pour tout ouvert U de X, n(U) est un ouvert de X/R. Comme 


sat(U) = r !(r(U)) 


et que la projection 7 est continue, on en déduit que sat(U) est ouvert. 
Inversement, si mr(U) n’est pas ouvert, sat(U) n’est pas ouvert donc la 
relation R n’est pas ouverte, ce qui contredit les hypothèses, donc r(U) 
est ouvert. 


Définition 1.4.10. On dit que la relation d'équivalence R est séparée 
si l’espace quotient X/R est séparé. 


Proposition 1.4.11. Si la relation d'équivalence R est séparée alors 
son graphe 
T = {(x,y) € X x X, xRy} 


est un fermé de X x X. 


Démonstration. Si l’espace quotient X/R est fermé alors la diagonale A 
est fermée dans X/R x X/R. Par conséquent, le graphe 


T=(rxr) !(A) 


est fermé dans X x X. 


Proposition 1.4.12. Si la relation d'équivalence R est ouverte et si son 
graphe est fermé alors cette relation R est séparée. 


Démonstration. Pour montrer que R est séparé, il faut montrer que 
l’espace quotient est séparé. Pour cela, prenons des points x et y dans 
X tels que le couple (x,y) ne soit pas dans le graphe T de R Les pro- 
jections u = m(x) et v = r(y) définissent deux points de X/R. Il existe 
un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage V de y dans X tels 
que U x V ne rencontre pas I. Les sous-espaces t(U) et r(V) sont des 
voisinages de u et v qui ne rencontrent pas le graphe T. En effet, s’il 
existait un élément w de r(U)"Nr(V) on aurait w = r(u') = r(v’) et le 
couple (u/,v') serait élément de U x V AT ce qui impossible car U x V 
ne rencontre pas IF. 


Proposition 1.4.13. Si X est compact, on a les équivalences : 
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1. La relation R est fermée. 
2. La relation R est séparée. 


3. Le graphe T est fermé dans X x X. 


Démonstration. (1) = (2). Montrons que deux points distincts u1 et 
uz de X/R ont des voisinages distincts. Comme le saturé d’un point 
est fermé, les classes d'équivalence m~! (u1) et m !(u2) sont fermées. Il 
existe donc, parce que X est compact, deux voisinages disjoints Vi et V2 
contenant les classes r_l{(u1) et mn !(u2). Les voisinages 


Wi = X\sat(X\V) 


sont des ouverts saturés de rl {(u;) contenu dans V; pour chaque i = 1,2. 
Par conséquent, les sous-espaces U; = n(W;) sont des voisinages ouverts 
disjoints de u1 et u2. 

(2) = (3). Ce résultat a été démontré précédemment. 

(3) = (1). Pour montrer que R est fermée, il faut montrer que pour 
tout fermé F de X, le saturé de F est fermé. Pour cela, on considère la 
seconde projection 72 de X x X dans X de F x XAT, 


sat(F) = m(FxXNT) 


Comme F x X et T sont compact, sat(F) l’est aussi. Par conséquent 
sat(F) est fermé et R aussi. 


Proposition 1.4.14. Soient X,Y deux espaces topologiques, À un sous- 
ensemble de Y et f : À — Y une application. L'espace obtenu à partir 
de XUY en identifiant x et f(x) pour x € A est noté E = (XUY)/R 
et a les propriétés suivantes : 


1. Si X, Y sont compacts et si À est fermé alors E est compact. 


2. Si X, Y sont connezes (resp. connexes par arcs) alors E est 
connexe (resp. connexe par arcs). 


3. Si E est compact alors la restriction de la projection n : X > r(X) 
est un homéomorphisme. 


Exemple 1.4.15. Par identification des extrémités, un segment de 
droite se transforme en un cercle. Soient les espaces X = Y = [0,1]. 
En identifiant les points 0 et 1, on définit une relation d'équivalence : 
xz ~ x pour x El0,1[ et O ~ 1. L'espace quotient est alors le cercle 
St ~ [0,1]/~. Comme X est compact, on en déduit que St est aussi 
compact. 
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Exemple 1.4.16. De la même manière, en recollant les deux demi- 
sphères X = Y = {x E R”, |æ|< 1, £n > 0} selon l'identité i : SN! — 
ST qui identifie les bords, on construit la sphère S" tout entière. 


Exemple 1.4.17. De manière générale, en recollant les côtés opposés 
d’un carré et en tenant compte des orientations, on définit quelques 
objets topologiques usuels. Soient (A, B,C, D) les quatre sommets d’un 
carré lus dans le sens des aiguilles d’une montre. L'orientation de chaque 
côté distingue AB et BA. Si on identifie AB = DC, DA = CB, on 
construit par recollement un tore. Si on identifie AB = CD, DA = CB, 
on construit une bouteille de Klein. Enfin si on identifie AB = CD et 
DA = BC, on construit le plan projectif. 


1.5 Groupes topologiques 


Définition 1.5.1. On appelle groupe topologique un groupe G pour 
1 


lequel les applications G x G — G, (x,y) > xy et G —> G, £ => x7 sont 
continues. 
Exemple 1.5.2. 1. L’ensemble des matrices carrées M (n, R) (aussi 


noté Mn (R)) à coefficients réels est un groupe topologique. 


2. L'ensemble des matrices carrées inversibles GL(n, R) = GLa (R) 
est un groupe topologique car l’inversion et la composition sont 
des applications continues. 


Pour montrer qu’un groupe topologique est une variété, il suffit de 
regarder le voisinage de son élément neutre. 


Proposition 1.5.3. Un groupe topologique G est une variété topologique 
de dimension n si et seulement si son élément neutre 1 a un voisinage 
homéomorphe à un ouvert de R”. 


Exemple 1.5.4. Le groupe orthogonal O(n) des matrices carrées A 
telles que AtA = I est une variété topologique de dimension n(n — 1)/2. 
En effet, considérons au voisinage de l’unité I, une matrice H proche 
de I. Dire que I + H € O(n) c’est dire que (I + H)'(I + H) = I, soit 
encore : 

H' +H + H'H =0 


Comme H est très petite, HŸH est un infiniment petit d'ordre 2. On a 
donc au premier ordre Ht + H = 0 et H est antisymétrique. Comme le 
nombre de matrices antisymétriques d'ordre n est (n? — n)/2, la variété 
O(n) est de dimension n(n — 1)/2. 
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Définition 1.5.5. Soient X un espace topologique et G un groupe topo- 
logique. On dit que G opère continüment à gauche sur X s’il existe une 
application continue G x X — X(g,x) — g.x vérifiant : 


1. Yg,h € G, Yx € X, (gh).x = g(h.x) 


2. Vx € X, e.x = z (e est l'élément neutre de G) 


Définition 1.5.6. L’orbite du point x de X est l’ensemble 
G -x = {gx, g € G} 


Définition 1.5.7. Le stabilisateur du point x, appelé aussi le sous- 
groupe d’isotropie de x, est l’ensemble 


Gz = {g E G, gx = x} 


Proposition 1.5.8. La relation définie par 


xzRy = 3J3gEG : y=gx 


est une relation d'équivalence ouverte dont les classes d'équivalence sont 
les orbites des points de X. L'espace quotient X/R noté X/G est appelé 
espace des orbites. 


Démonstration. Soit U un ouvert de X. Comme 


sat(U) = U gU 
gEG 


est un ouvert, la relation R est ouverte. 


Définition 1.5.9. On dit que G opère librement sur X ou que l’action 
de G sur X est libre si G opère sans point fixe, autrement dit, si le 
groupe d’isotropie (ou de stabilité) de x est trivial (réduit à l'élément 
neutre de G) pour chaque x de X. 


Vr € X, Gr = {e} 


autrement dit xg = x si et seulement si g = e. 


Définition 1.5.10. On dit que G opère transitivement ou que l’action 
de G sur X est transitive si tout point x de X n’a qu’une seule orbite 
Grz égale à X lui-même. 


Vrz € X, Gr=xX 


Remarquons que l’action de G sur lui-même G x G —> G, (g, h) — gh 
est libre et transitive. 
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Proposition 1.5.11. Soient G un groupe topologique et H un sous- 
groupe de G. Pour que l’espace homogène G/H soit séparé il faut et il 
suffit que H soit un sous-groupe fermé de G. 


Démonstration. La condition est nécessaire. Inversement, pour montrer 
que G/H est séparé il suffit de vérifier que la relation d’équivalence 
associée à H dans G est ouverte et a un graphe fermé. Mais nous avons vu 
que R est ouverte. Le graphe l'est l’image inverse de H par l'application 
continue (g, h) — gth. Il est donc fermé. 


Théorème 1.5.12. Soient X un espace séparé, x un point de X et G 
un groupe topologique compact. On suppose que G opère continüment à 
gauche (ou à droite) et transitivement sur X. L'application g + gx de 
G sur X induit un homéomorphisme de l’espace homogène G/Gx sur 
X. En particulier si X est une variété topologique, l’espace homogène 
est aussi une variété topologique. 


Définition 1.5.13. On dit que le groupe G opère proprement sur X, si 
pour tout compact K, l’ensemble 


GKk={geG: gKNK£G} 


est relativement compact dans G (i.e. sa fermeture Gg est compacte). 


L'action est toujours propre lorsque G est compact. De plus, lorsque 
G est discret, l’action est propre si pour tout compact K, l’ensemble Gg 
est fini. Les deux résultats suivants permettent de démontrer facilement 
qu'un espace d’orbites X/G est une variété topologique. 


Théorème 1.5.14. Si G est un groupe discret opérant continüment à 
gauche (ou à droite), librement et proprement sur un espace séparé X, 
alors l’espace des orbites X/G est une variété topologique. 


Théorème 1.5.15. Si G est un groupe fini et si G opère sans point fixe 
sur une variété topologique X alors l’espace des orbites X/G est aussi 
une variété topologique. 


1.6 Exemples de variétés 


1.6.1 Le cercle 


Proposition 1.6.1. Le cercle S! est une variété compacte sans bord de 
dimension 1. 
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Démonstration. Le cercle S! est homéomorphe à l’espace obtenu à partir 
de l'intervalle [0, 1] en identifiant les points 0 et 1. On définit la relation 
de la façon suivante : 


” aj ToT si xz 0,1 
Y 0~1 sinon 


L'application @ : [0,1]/~ — St, x — exp(2irx) est un homéo- 
morphisme. L'espace S! est compact. La relation ~ est ouverte. En 
effet, si U est un ouvert de [0,1], le sous-espace 


sat(U) = {x € [0,1] : y EU, x y} =U 
est ouvert. Le graphe de ~ 


T = {(x,x),£ € [0,1]} \{(0,0),(1,1)} U {(0, 1), (1,0)} 


est fermé. Comme ~ est ouverte et I est fermé, on en déduit que ~ est 
séparée, donc que l’espace [0, 1]/~ est séparé. 


1.6.2 Le cylindre 


Proposition 1.6.2. Le cylindre est une variété topologique de dimen- 
sion 2, sans bord, connexe, homéomorphe à S! x R. 


Démonstration. Considérons sur R?, la relation d'équivalence 


(x,y) ~ (x,y) S nez, r'=x+n,ety =y 
Vérifions que le cylindre R? /~ est homéomorphe à S1 xR. L'application 
p: R?/~ => St xR 
(x,y) — (exp(2irx), y) 


est bijective continue. La relation ~ est ouverte. En effet, soit U un 
ouvert, son saturé 


sat(U) = {(e,y) € R?, I(zo, yo) E€ U, £ = £o +n, y = yo} 
est ouvert car il s'écrit comme l’image réciproque d’un ouvert 
sat(U) = f7} (U) 
par l'application continue 


f: R'—R 
(x,y) — (x +n,y) 
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Le graphe de ~ est l’ensemble 


r = {(z,y) ER, y= f(x)} 
= {(2,9) ER?, g(x,y) = y — f(x) = 0} 
= g (0) 
En tant qu'image réciproque d’un fermé par une application continue, 
le graphe IT est fermé. Par conséquent, le cylindre est une variété topo- 


logique. Ce résultat se démontre plus simplement en considérant l’action 
du groupe additif Z sur R? par les translations 


f: ZxR? >R? 
(n, x,y) — (£ +n,y) 


qui est continue, libre et propre. L'espace des orbites R?/Z est par consé- 
quent une variété topologique. 


Le cylindre à bord est défini par l’action de la relation d'équivalence 
précédente sur l’espace R x [0,1]. C’est une variété topologique homéo- 
morphe à l’espace S1 x [0,1]. 


1.6.3 La bande de Möbius 
Proposition 1.6.3. La bande (ou ruban) de Möbius est une variété 


topologique de dimension 2, sans bord, connexe. 


Démonstration. Sur l’espace Rx|—1, +1], on considère la relation d’équi- 
valence 


(x,y) ~ (x,y) S In EZ, x'=x+n, et y =(-1)"y 
Le ruban de Möbius est l’espace R?/~. L'action 


f: Zx R >R? 
(n, x,y) -7 (x +n, (—1)”y) 


est libre et propre. 


La bande de Möbius est définie par l’action de la relation précédente 
sur l’espace [0,1] x [-1,1]. C’est une variété topologique connexe de 
dimension 2, à bord. Son bord est homémorphe au cercle St. 
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1.6.4 La bouteille de Klein 


Proposition 1.6.4. La bouteille de Klein est une variété topologique 
connexe, sans bord, de dimension 2. 


Démonstration. La relation d'équivalence 
(x,y) ~ (x + n, (—1)”y) 
pour n entier relatif agit sur les éléments de [0,1] x [0,1]. Le quotient 


[0,1] x [0,1]/~ appelé bouteille de Klein est une variété topologique, 
puisque l’action induite est libre et propre. 


1.6.5 L'espace projectif 


Définition 1.6.5. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. On appelle 
espace projectif P(E) l’espace quotient de E\{0} par la relation d’équi- 
valence x ~ Az, pour tout À € K*. 


Définition 1.6.6. Le groupe multiplicatif R* opère continûment à 
gauche sur R”+1\ {0} par les homothéties x ++ Ag, À € R*. L'espace pro- 
jectif réel P,(R) (noté aussi RP”) de dimension n est l’espace des orbites 
R"+1\{0}/R*. L'espace projectif P,(R) s’interprète comme l’ensemble 
des droites réelles passant par l’origine dans R°+. 


Exemple 1.6.7. Po(R) se réduit à un point. P1(R) est la droite projec- 
tive réelle homéomorphe au cercle S1. Le plan projectif réel P2(R) peut 
être vu comme une sphère dont on aurait recollé les points antipodaux. 
Sa représentation dans l’espace usuel est une surface de Boy, qui est une 
immersion du plan projectif réel P2(R) dans l’espace RÌ. 


Proposition 1.6.8. L'espace projectif réel P,(R) est une variété topo- 
logique de dimension n, sans bord, compacte, connexe. 


Démonstration. L'espace projectif réel P”(R) est un espace séparé 
puisque deux points (i.e. deux droites) admettent des voisinages dis- 
tincts. La relation d'équivalence x ~ Ag est ouverte. Si U est un ouvert 
de R°+1\{0} son saturé 


sat(U) = on (AU) 


est aussi ouvert puisque AU est ouvert. L'application 


g: RH00} > 5" 
T= Tel 
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est bijective et continue. Elle définit une injection canonique de la sphère 
S” dans R°+1\{0} qui induit un homéomorphisme de 


SJ > R”+1\{0}/R* = P'(R). 


Comme l’espace S” est compact, connexe, l’espace projectif est aussi 
compact, connexe. Le plan projectif s’identifie au quotient de la sphère 
par la relation d'équivalence x ~ —x. 


Proposition 1.6.9. Le complémentaire de P"-1(R) dans P'(R) est 
homéomorphe à R”. 


P”(R)\P”-1(R) ~ R” 


Démonstration. P-1(R) est l’hyperplan projectif de P”(R). C’est un 
fermé de P” (R). Soit 


Uj = {(21,;: +: nn) € PR), zj #0} 
U; est un ouvert et l’application 
D : Uj — R” 
T1 Tj-1 Tj+1 ns 


PRE > r ss 
(x1, Tn+1) cs ; Tj ; z} ; ; T; 


est un homéomorphisme. 


De la même manière, on définit le plan projectif complexe. Les résul- 
tats et les démonstrations sont les mêmes que dans le cas réel. L’espace 
P(C) = CU {oo} est le compactifié d’Alexandrov de R?. 


Définition 1.6.10. Le groupe multiplicatif C* opère continûment à 
gauche sur C**!\{0} par les homothéties x ++ Az, À € C*. L'espace 
projectif complexe P”(C) de dimension n est l’espace des orbites 


Cr+ {0} /C*. 


Proposition 1.6.11. L’espace projectif complexe P” (C) est une variété 
topologique de dimension n, sans bord, compacte, connexe par arcs. 


Proposition 1.6.12. L'injection de S?"+1 dans C”I\{0} induit un 
homéomorphisme de S?"*1/S1 dans P”(C). La projection 


q: gnt P” (C) 


est appelée la fibration de Hopf. 


Proposition 1.6.13. Le complémentaire de P"-!(C) dans P”(C) est 
homéomorphe à R”. 


P(C) \P°1 (C) ~ R?” 


28 Variétés topologiques 


1.6.6 Les espaces lenticulaires 


Définition 1.6.14. Soient p et q deux entiers relatifs premiers entre 
eux. Le groupe Zp = Z/pZ des entiers modulo p opère proprement et 
librement sur la sphère unité 93 = {z € C, |2|| = 1} par l'application 


o : (z1, 22) —> (eP z, e2iT/42)) 


L'espace des orbites est appelé espace lenticulaire et noté L(p, q). On gé- 
néralise cette définition à une dimension quelconque. Soient p,q1,...,Qn 
des entiers relatifs tels que les entiers q; sont relativement premiers avec 
entier p. Le groupe Zp = Z/pZ des entiers modulo p opère proprement 
et librement sur la sphère unité S?! = {z € C1 |z| = 1} par 
l'application 


pie... Zn) m (eT Pa... e2iTan/P,) 


L'espace des orbites L(p; q1,...,4n) est appelé espace lenticulaire. À trois 
dimensions, on a L(p,q) = L(p; 1, q). 


Proposition 1.6.15. L'espace lenticulaire L(p;q1,...,qn) est une 
variété topologique compacte, connexe, sans bord de dimension 2n — 1. 
En particulier, l’espace lenticulaire L(p, q) est une variété de dimension 
3. 


1.6.7 Les groupes classiques 


Le groupe linéaire et ses sous-groupes, que l’on appelle les groupes 
classiques, forment des variétés topologiques. L'ensemble des matrices 
carrées à coefficients réels (resp. complexes) est noté M{(n,R) (resp. 
M(n,C)). 


Proposition 1.6.16. Le groupe linéaire réel GL(n,R) (resp. complexe 
GL(n,C)) ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles à coef- 
ficients réels (resp. complexes) 


GL(n,R) = {A € M(n, R), det A #0} 


est une variété topologique de dimension n? (resp. 2n?). Le groupe 
complere GL(n,C) est connexe. Le groupe réel GL(n,R) a deux com- 
posantes connexes. 


Proposition 1.6.17. Le groupe spécial linéaire SL(n,R) des matrices 
carrées d’ordre n de déterminant +1 


SL(n,R) = {A € GL(n,R), det A=1} 


est une variété topologique de dimension n? — 1. 


Exemples de variétés 29 


Proposition 1.6.18. Le groupe unitaire U(n) = U(n,C) des matrices 
carrées d'ordre n à coefficients complexes qui préserve le produit scalaire 
de deux vecteurs 


U(n) = {UE GL(n,C), {Ux,Uy) = (x,y)} 
{u € GL(n, €), T UU = Ia} 


est une variété topologique compacte, connexe par arcs, de dimension 


n?. 


Proposition 1.6.19. Le groupe orthogonal O(n) = O(n,R) des 
matrices carrées d'ordre n qui préserve le produit scalaire de deux 
vecteurs 


O(n) = {Q € GL(n,R), (Qr, Qy) = (x,y)} 
= {QE GL(n,R), QTQ =QQ" = 14} 
= U(n)NGL(n,R) 


est une variété topologique sans bord, compacte, de dimension n(n — 1)/2 
qui a deux composantes connexes : SO(n) l’ensemble des matrices ortho- 
gonales de déterminant +1 et l’ensemble des matrices ortogonales de 
déterminant —1. 


Proposition 1.6.20. Le groupe spécial unitaire SU(n) = SU(n,C) des 
matrices carrées d'ordre n unitaires à coefficients complexes de déter- 
minant +1 


SU(n) = {U € GL(n,C),UtU = Id, det U =1} 


est une variété topologique sans bord, compacte, connexe par arcs, de 
dimension n? — 1. 


Démonstration. La connexité par arcs résulte de la caractérisation algé- 
brique suivante des matrices spéciales unitaires. Une matrice À est 
élément de SU(n) si et seulement si il existe une matrice de passage 
P € SU(n) telle que la matrice D = P-TAP est diagonale. 

e2iT\ 0 


D = f 
0 e2iTàn 
En considérant le paramètrage t œ> Di = diag(e?ÿ7th,., .e2i7tM) on 
construit un chemin dans SU(n) qui va de 1 à D. Le chemin t + P71 D;P 
relie les matrices 1 à A. On peut donc relier par un chemin intérieur à 
SU(n), la matrice A à la matrice D. L'espace SU (n) est donc connexe 
par arcs. 
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Proposition 1.6.21. Le groupe spécial orthogonal SO(n) = SO(n,R) 
des matrices carrées d'ordre n orthogonales à coefficients réels de déter- 
minant +1 


SO(n) = {QE GL(n,R),QŸQ = Id, detU =1} 
= Ofn)NSL(n,R) 


est une variété topologique sans bord, compacte, connexe par arcs, de 
dimension n(n — 1)/2. 


Démonstration. La connexité par arcs se démontre comme dans le cas 
de SU(n), mais, ici, la forme de la matrice est un peu plus compliquée. 
Une matrice À est élément de SO(n) si et seulement si il existe une 
matrice de passage P € SO(n) telle que la matrice D = P-!AP est de 
la forme : 

D = diag(1,...,1, D1,... Dp) 


où les matrices D; sont des matrices de rotations élémentaires 
D. — cos(2irÀ;) sin(2irÀ;) 
77 | —sin(2ir;) cos(2irÀ;) 


En paramétrant les matrices Dj, on construit comme précédemment un 
chemin joignant 1 à D, puis un chemin joignant 1 à A. L'espace SO(n) 
est donc connexe par arcs. 


Notons que les groupes SL(n,C) et SU(n) sont simplement connexes 
alors que leurs homologues réels SL(n, R) et SO(n) ne le sont pas (voir 
chapitre suivant). 


1.6.8 Les variétés grassmanniennes 


La variété grassmannienne Gr(k, V) (aussi notée Gr(k, n)) est l’espace 
dont les points sont les sous-espaces vectoriels de dimension k dans un 
espace de dimension n sur un corps K. Lorsque ce corps est réel ou 
complexe, les grassmaniennes sont des variétés compactes. 

Pour k = 1, la grassmannienne est l’espace des droites passant par 
l’origine dans l’espace à n dimensions. C’est donc l’espace projectif à 
(n — 1) dimensions associé à l’espace vectoriel V, Gr(1, V) = P?-1(V). 

Pour k = 2, la grassmannienne est l’espace des plans passant par 
l’origine dans l’espace à n dimensions. Dans l’espace euclidien (n = 3), 
un plan passant par l’origine est complètement déterminé par la droite 
perpendiculaire passant par l’origine. Par conséquent Gr(1, 3) est le plan 
projectif Gr(1,3) = P?. Par contre, lorsque n = 4, la grassmannienne 
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n’est plus un plan projectif. Gr(2,4) est décrite par des coordonnées 
dites coordonnées de Plücker. 

On peut voir les grassmanniennes comme des espaces homogènes. Le 
groupe linéaire GL(V) agit transitivement sur les sous-espaces vectoriels 
de dimension k de V. Si H est le stabilisateur de l’un de ces sous-espaces 
sous cette action, alors Gr(k, V) est l’espace quotient 


Gr(k, V) = GL(V)/H. 


1.7 Classification des variétés 


En dimension 2 ou 3, les variétés topologiques peuvent être munies 
d’une structure de variété différentiable et classées de la même manière 
que les variétés différentiables. Mais cela n’est plus vrai lorsque la dimen- 
sion est supérieure ou égale à 4. La classification des variétés topologiques 
diffère de la classification des variétés différentiables. En dimension 2, la 
classification des variétés topologiques est bien connue. Pour les surfaces 
compactes, connexes, on a le résultat suivant. 


Théorème 1.7.1. Toute surface topologique compacte, connexe, est 
homéomorphe à la sphère S?, au tore à g > 0 trous, (égale à la somme 
connexe de g copies du tore T?) ou à la somme connexe de n > 1 copies 
du plan projectif P?(R). 


Toutes les surfaces sont triangulables et représentées par un polygone. 
Ce polygone dont chaque arête est orientée est identifié par un mot. 
Ce mot est constitué par la concaténation des symboles associés à la 
description des arêtes qui sont notées a; lorsqu'elle sont orientées dans 
le sens positif ou áz" lorsqu'elles sont orientées dans le sens négatif. 
Lorsque ce mot est réduit, il est appelé le symbole de la surface. Par 
exemple le mot acbc-la-1b-1l n’est pas réduit mais en posant À = ac, 
on obtient un mot réduit AbA-1b-1, La réduction concerne aussi les mots 
du type raa™t = r, pour r non vide. La surface 9° est représentée par 
le mot aa™t. Il existe un ensemble de règles qui permettent de réduire 
les mots (voir par exemple [7]). Les lettres sont totalement abritraires. 


1. AaBaC = CAB dd 

2. AaBbCa !Db-! ~ BADCdcd” ec! 

3. Al(aba 15 DBce BR fe A lo 

Remarquons que l’origine n'étant pas fixée, les mots sont invariants 


par permutations circulaires. La première relation revient à démontrer 
que AaBa ~ AB-‘dd. Sur le rectangle classique AaBa, on introduit 
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la diagonale d. On coupe selon la diagonale d et on recolle les deux 
triangles comme indiqué sur la figure suivante. Les deux dessins étant 
homéomorphes par couper-coller, on voit que AaBa ~ AB dd. 


Les deux autres relations se démontrent de la même manière. En 
termes de symboles de surfaces, le théorème de classification s’énonce 
comme suit. 


Théorème 1.7.2. Toute surface compacte, connexe, est homéomorphe à 
la sphère S? de symbole aa™t}, au tore Ty à g > 0 trous, (égale à la somme 
connexe de g copies du tore T?) de symbole (bia "b7 )...(agbga7 t07) 
ou à la somme connexe de n > 1 copies du plan projectif P?(R) de 


symbole c?...c2. 


Exemple 1.7.3. Le tore (à gauche sur la figure) a pour symbole 
aba lb. La bouteille de Klein (à droite sur la figure) a pour symbole 
aba™tb. Les règles de réduction des mots imposent aba™tb ~ f?e?, ce qui 
signifie que la bouteille de Klein K est homéomorphe à la somme connexe 
de deux plans projectifs K ~ P?R#P°R. On voit aussi que la somme 
connexe du tore Ti avec le plan projectif TLP?R est homéomorphe à 
la somme connexe PPRP? RÆP?R, puisque la troisième relation donne 
pour A = B = 1, aba™tb™te = f?e?g?. 


+ 


En dimension supérieure à trois, il est très difficile de montrer que 
deux variétés sont homéomorphes. En 1958, Markov a démontré qu’il 
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n'existe pas d’algorithme permettant de décider si deux variétés sont 
homéomorphes entre elles. En 2003, Grigori Perelman a démontré la 
conjecture de Poincaré, énoncée en 1904. 


Théorème 1.7.4 (Perelman). Toute variété compacte, connexe et sim- 
plement connexe, de dimension trois est difféomorphe à la sphère S°. 


1.8 Exercices 


Exercice 1.1. Soient X un espace connexe par arcs, et f,g: X > Y 
deux applications continues. Montrer que si f et g sont homotopes alors 
leurs images sont dans la même composante connexe par arcs. 


Solution 1.1. Notons H : X x [0,1] — Y une homotopie entre f et 
g. L'espace X étant connexe par arcs et H continue, l’image de H est 
connexe par arcs. Mais puisque H(x,0) = f(x) et H(x,1) = g(x), on 
en déduit que les images de f et de g sont dans la même composante 
connexe par arcs. 


Exercice 1.2. Soit M la partie de R? définie par les équations para- 
métriques 

x = (1 + (4/2) cos 0/2) cos 0 

y = (1 + (4/2) cos 0/2) sin 0 

z = (t/2) sin 0/2 


où t € [—-1,+1] et 0 € R. Montrer que M est une variété topologique 
à bord dont on précisera la dimension. On considère la relation d’équi- 
valence (0,t) R (27, —t). Montrer que M est homéomorphe au quotient 
[0, 27] x [—1,+1]/R mais que M n’est pas homéomorphe à 91 x [—1,+1]. 
(M est la bande de Möbius). 


Solution 1.2. Considérons la fonction f : [—-1,1] x R — R? qui à (4,0) 
associe (x, y, z) défini par le système paramétrique. Soit œ € R. Comme 
x s’annule en 7/2 + kr et que (1 + (t/2) cos 0/2) > 0, la restriction de f 
à [—-1,1]x]a, a + x/2[ est un homéomorphisme. Soit a = (xo, Yo, 20) un 
point de M, tout voisinage de a est homéomorphe à R?. Si t Æ +1, on 
pourra choisir | —1,1[x]a, a + #/2| qui est un ouvert de R? et si t = +1 
(resp. t = —1) on prendra ] — 1,+1]x]a, œ + r/2[ ouvert de H?. M est 
donc une variété topologique à bord de dimension 2. 

Considérons l'application f : [—1,+1] x [0,27] — M, la relation R 
et l'application f : [-1, +1] x [0,27]/R — M. Cette application est 
continue par définition de la topologie quotient. Comme f est surjective, 
f est surjective, fest aussi injective et puisque M = [—-1, +1] x [0, 2r] /R 
est compacte, f est un homéomorphisme. 
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S’il existait un homéomorphisme h de 9t x [—1, +1] sur M, il enverrait 
le bord M qui est connexe sur le bord de St x [—1, +1] qui est S1 x 
{—1,+1} qui n’est pas connexe. Ce qui est absurde. 


Exercice 1.3. Soit M la bande de Möbius telle qu’elle a été définie dans 
l'exercice précédent. On considère le produit fibré N des applications 
f:M = St, (0,t) = exp(i0) et h: St = S1, z > 2? défini par 


N={(8,t,2)eM x S! : e =?) 
Montrer que ce produit est homéomorphe à St x [—1, +1]. 
Solution 1.3. Considérons l’ensemble 
N = {(0,t, z) E R x [-1, +1] x S! : e = 2} 
et soit y : R x [-1, +1] — N l'application obtenue en posant 


(20, t, eï9) si 0 € [0,7] mod 27 
(8, t) => { (20, —t, e°) si 0 € [r, 27] mod 27 


En définissant la relation d'équivalence Rı par 
(0, t) Rı (0 + 27, t) 
et Rə par 


(0,t, 0/2) Ra (0 + 27, t,e(0/2+7)) si 0 € [0,7] mod 27 
(8, t, ê) Ro (0 + 2r, t, eï0/2) si 0 € [r, 27] mod 27r 


© induit une bijection bicontinue 4 telle que 


Exercice 1.4. On considère sur R? la relation d'équivalence définie par 


(x,y) dd (x + 1,y) et (x, y) ex (—x,y + 1) 


Soit M = R?/~ le quotient de R? par cette relation. Construire à partir 
de cette relation une action du groupe Z? sur R? qui permette de montrer 
que le quotient 

M =R?/7? 


est une variété topologique. Préciser de quelle variété il s’agit. 
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Solution 1.4. Soit s(x,y) = (x +1,y) et r(x,y) = (—x,y + 1). En 
itérant, on voit que 
s"(2,y) = (x + m,y) 


et 
r”(x,y) = ((-1)"x,y +n) 


Considérons l’action de Z? sur R? définie par 
(x,y) = ((-1)" (x +m), y +n) 


Le groupe Z? opère continûment à gauche, proprement et librement sur 
R?, si bien que M = R?/Z? est une variété topologique. On voit que 
M est homéomorphe à l’espace obtenu à partir du carré [0,1] x [0,1] en 
identifiant les points (0, y) et (1, y) ainsi que les points (x,0) et (1— zx, 1). 
M est donc la bande de Môbius. 


Exercice 1.5. On considère l’espace V/(R”) des k-repères dans R” 
(k < n). 1) Montrer que V/(R") est une variété topologique dont on 
précisera la dimension. 2) Soit Gr(R”) l’espace des sous-espaces vecto- 
riels de dimension k de R”. Montrer en identifiant Gr(R”) à un quo- 
tient de V/(R”) que Gr(R”) est une variété topologique compacte de 
dimension k(n — k). Cette variété est appelée variété de Grassmann ou 
grassmannienne. 


Solution 1.5. 1) L'espace V/(R”) est l’espace dont les points sont 
constitués par des k-uplets ordonnés de k vecteurs linéairement indé- 
pendants. Le groupe GL(n, R) agit transitivement sur V/(R”). Le stabi- 
lisateur est isomorphe au sous-groupe H C GL(n,R) des matrices qui 
Idg B 
0 Ag 
GL(n — k,R) et B est une matrice quelconque. L’espace homogène 


s'écrivent sous la forme | où Án-—ķ est une matrice de 


VIR”) ~ GL(n,R)/H 


est donc une variété de dimension nk. 

2) Sur l’espace des k-repères orthormés, on définit la relation d’équi- 
valence suivante : deux repères sont équivalents s’ils engendrent le même 
sous-espace vectoriel. La variété de Grassmann est donc le quotient de 
V/(R”) par cette relation d'équivalence 


Gre(R”) = Vi(R")/~ 


Il en découle que Gr(R”) est une variété topologique de dimension 
k(n — k). 
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Exercice 1.6. Variétés de Stiefel. Soit V(R”) la variété des 
k-repères orthonormés de R”, c’est-à-dire des suites ordonnées de k 
vecteurs unitaires orthogonaux deux à deux, munie de la topologie in- 
duite 

V&(R") = {(£1, £2, satn) ER”: (£i, £3) = Ôij} 


1) Montrer que Vı(R”) = S"-!, que V,(R”) est homéomorphe à O(n) 
et que Vp—ı(R”) est homéomorphe à SO(n). 2) Montrer que V4(R”) 
est compacte. 3) On considère l’action de O(n) sur la grassmannienne 
Gr(R”). Montrer que 


Gr(R”) œ O(n)/O(n — k) x O(k) 


En déduire que la variété de Grassmann est la variété des repères ortho- 
normés modulo les transformations orthogonales. 


Solution 1.6. 1) Soit (e1,€2,...,€n) la base canonique de R”. 
L'ensemble V1 (R”) est l’ensemble des vecteurs unitaires de R” 


Vi(R”) = {x ER": [x = 1} = S°! 


Soit u = (u1, ..., Un) un repère orthonormé. Il existe une isométrie 4, 
telle que w,(e1,e2,.….,en) = (u1,.…., Un). L'application h : VA(R") > 
O(n) qui au repère u associe p, est une bijection bicontinue d’un espace 
séparé dans un espace compact. h est donc un homéomorphisme. L’appli- 
cation g : SO(n) > Vh_1(R”) qui à f associe le repère (f(e1),.…, f(en-1)) 
est un homéomorphisme pour les mêmes raisons. 

Le groupe O(n) opère continûment et transitivement sur V,(R”). Son 
stabilisateur est le groupe O(n — k). 


V(R”) ~ Of(n)/O(n — k) ~ SO(n)/SO(n — k) 
V (R”) est donc une variété topologique. En particulier si k = n — 1, 


Va_1(R") = O(n) /O(1) = O(n) {+1} = SO(n) 


2) La variété Vp(R”) est compacte car fermée, bornée. V4(R”) est bor- 
née car V(R”) est incluse dans (S"-1)À, Elle est fermée car l'application 


f: (sn 1)# à RÉ%+1/2 
qui à un repère (u1,…,ux) associe le vecteur 
2 
(U1.U2, -Uj Ujy -e UGS UG) 
où à < j et i,j = 1,...,k est une application continue telle que 


ft (0, ...,0,1,...,1)} = V (R”) 
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V&(R”) image d’un fermé est fermée, et par conséquent compacte. 

3) Le groupe O(n) opère continûment et transitivement sur 
Grg(R”). Son stabilisateur est isomorphe au sous-groupe des matrices 
Ak 0 

0 Bn-k 
O(k) et Bn-p une matrice de O(n — k), donc au groupe O(n — k) x O(k). 
La variété de Grassmann est donc isomorphe aux espaces homogènes 


qui s’écrivent sous la forme où Ák est une matrice de 


Gra(R") ~ O(n) /O(n — k) x O(k) ~ Vp(R”)/O(k) 


2 


Groupe fondamental 


L’homotopie formalise l’idée de déformation continue d’un objet à un 
autre. Une tasse à café est homotope à un tore. Déterminer l’homotopie 
d’un espace X revient à regarder comment se rétracte tous les lacets de 
cet espace. C’est l’objet du groupe fondamental. 


2.1 Homotopie 


La déformation d’une fonction à une autre se traduit par l’existence 
d’une application H qui déforme la fonction f en une fonction g rela- 
tivement à un temps t € [0,1]. Plus précisément, on a la définition 
suivante. 


Définition 2.1.1. Soient X, Y deux espaces topologiques. Deux applica- 
tions continues f et g : X — Y sont homotopes s’il existe une application 
continue H : X x [0,1] — Y telle que H(x,0) = f(x) et H(x,1) = g(x). 


Proposition 2.1.2. L'’homotopie est une relation d'équivalence sur 
l’ensemble des applications continues de X dans Y. 


Définition 2.1.3. Deux espaces topologiques X et Y ont le même type 
d’homotopie s’il existe deux applications f : X — Y et g : Y — X telles 
que f og est homotope à idy et go f est homotope à idx. La fonction 
f est appelée une équivalence d’homotopie et g est l’homotopie inverse. 


Exemple 2.1.4. 1. Un segment de droite [a,b], un disque fermé ou 
une boule fermée sont homotopes à un point. 
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2. Un cercle est homotope à un plan privé d’un point. 


Définition 2.1.5. Un espace est contractile s’il a le même type d’homo- 
topie qu’un point. 


Proposition 2.1.6. Si X est contractile alors X est connexe par arcs. 


La réciproque est fausse, puisqu’un disque avec un trou est connexe 
par arcs, mais non contractile, puisqu’un lacet entourant le trou ne peut 
se contracter en un point. L'espace des réels R” et la boule unité B” 
sont des espaces contractiles. La sphère S” n’est pas contractile, bien 
que dans tout espace vectoriel normé de dimension infinie, la sphère 
unité soit contractile. 


Définition 2.1.7. Soit X un espace topologique. On appelle chemin 
dans X une application continue c : [0,1] — X. Le point c(0) est appelé 
l’origine du chemin et le point c(1) est l'extrémité du chemin. Un lacet 
est un chemin fermé (c(0) = c(1)). Un lacet de base x € X est un chemin 
d’origine et d'extrémité x. 


Soient c un chemin de x à y et d un chemin de y à z, on note cd le 
chemin de x à z. Il est défini par l’application 


c(2t) si 0 <t< 1/2 
ca = À d(2t — 1) sil1/2<t<1 


Définition 2.1.8. Soient c et d deux chemins de même origine x et de 
même extrémité y. On dit que c et d sont homotopes si les applications 
c(t) et d(t) sont homotopes relativement aux extrémités {0,1}, autre- 
ment dit, s’il existe une application continue H : [0,1] x [0,1] — X telle 
que 


H(t,0) = c(t), H(t,1)=d(t), vz € [0,1] 
H(0,s) = x, H(1,s)=y Vs € [0,1] 


Proposition 2.1.9. L’homotopie de chemins est une relation d'équiva- 
lence sur l’ensemble des chemins joignant x à y. Les classes d’équiva- 
lences sont appelées les classes d’homotopie. 


Définition 2.1.10. Soit À une partie de X. On dit que À se rétracte 
sur X s’il existe une application r : X — À appelée rétraction telle que 
r(x) = x, pour tout x dans À. 


Proposition 2.1.11. Soit À une partie de X. Si X se rétracte sur À 
et si À est connexe par arcs, alors X est connexe par arcs. 
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Démonstration. Soient x et y deux points de X\ A. Puisque X se rétracte 
sur À, il existe un chemin de x vers un point x’ dans À et un chemin de 
y à y un point de A. Comme À est connexe par arcs, il existe un chemin 
de z’ à y. Par composition des chemins, il existe donc un chemin de x 


à y. 


2.2 Groupe fondamental 


Définition 2.2.1. Soient X un espace topologique et x un point de X. 
On appelle groupe fondamental de X au point x et on note T1(X,x) 
l’ensemble des classes d’homotopie des lacets de base x dans X. 


A priori, le r1(X,x) n’est qu’un ensemble. On le munit d’une structure 
de groupe (pas nécessairement commutatif) en introduisant le produit 
de deux chemins. Pour deux chemins c,d : [0,1] — X, le chemin produit 
cd est le chemin dans lequel on parcourt d’abord c à une vitesse double, 
puis d parcouru à la même vitesse. En d’autres termes, le chemin produit 
est défini par 


f c(2t) si t € [0, 1/2] 
(cd) (t) = i d(2t) site [1/2,1] 


Théorème 2.2.2. Le groupe fondamental muni du produit de deux 
classes d’homotopie défini par la composition des chemins 


[c] * [d] = [cd] 
est un groupe. 


Démonstration. Le produit est une loi de composition interne, associa- 
tif. L'élément neutre e du m1(X, x) est la classe d'équivalence du lacet 
constant de base zx, e = [cz]. Chaque élément a un symétrique. En effet, 
soit c un lacet de base x. L'application c(1—t) définit le lacet inverse c71. 
La classe inverse du lacet c est la classe du lacet inverse [d 7} = [c-1], 


puisque [c] x [e] 7} = [cz]. 


Théorème 2.2.3. Soient X un espace topologique connexe par arcs et 

x,y deux points de X. Alors le groupe m1(X, x) est isomorphe à mı(X, y). 
Si X est connexe par arcs, il est donc inutile de préciser le point de 

base, on note simplement 71(X) le groupe fondamental. 

Théorème 2.2.4. Soient X et Y deux espaces topologiques, x un point 

de X. Si X et Y ont le même type d’homotopie et si f : X — Y est 

une équivalence d’homotopie alors le groupe m1(X,x) est isomorphe à 


m1(X, f(x)). 
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En particulier, le groupe fondamental est invariant par homéo- 
morphisme. Plus précisément, si f est un homéomorphisme alors on 
a 

Tı(X, x) S m1(X, f(x) 


Le groupe fondamental est un invariant topologique. Si X et Y sont deux 
espaces topologiques ayant des groupes fondamentaux différents, alors 
X ne peut pas être homéomorphe à Y. Le groupe fondamental permet 
donc de classer les espaces topologiques de manière moins stricte que les 
homéomorphismes. 


Proposition 2.2.5. Un espace contractile a un groupe fondamental tri- 
vial (i.e. réduit à l'élément neutre). 


Définition 2.2.6. Un espace topologique X connexe par arcs est dit 
simplement connexe si tous les groupes fondamentaux de X, m1(X,x) 
pour tout x, sont triviaux. Autrement dit, X est simplement connexe 
si et seulement si tout lacet de base x € X est homotope à un point. 
En particulier, si X est simplement connexe son groupe fondamental est 
trivial et on note 


T1(X) =: 0 


Proposition 2.2.7. Soit A une partie de X. Si X se rétracte sur À, 
alors les groupes fondamentaux sont isomorphes 


Il 


mil A) S mı(X) 


Proposition 2.2.8. Soit A une partie de X. Si X se rétracte sur A 
et si À est simplement connexe alors X est simplement connexe. En 
particulier, son groupe fondamental est trivial. 


Proposition 2.2.9. Soit X un espace topologique connexe par arcs. X 
est simplement connexe si et seulement si tous les groupes fondamentaux 
mı(X, x) pour x E€ X sont triviauz. 


Il suffit qu’un des groupes fondamentaux soit trivial, car l’espace étant 
connexe par arcs, tous les groupes fondamentaux seront triviaux. 


Exemple 2.2.10. 1. Tout espace contractile (p. ex. R”, le disque 
D”, etc.) est simplement connexe. 


2. La sphère S” pour n > 2 est simplement connexe. 
mı(S”) =0, sin>2. 
3. Le plan projectif P(C”) est simplement connexe. 


mı( PE) =0 
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Lorsque la variété X est un groupe topologique, on a la propriété 
suivante. 


Théorème 2.2.11. Soient G un groupe topologique et e son élément 
neutre. Le groupe fondamental nı(G,e) est commutatif. 


Lorsque le groupe fondamental mı(X) (plus généralement un groupe 
quelconque) n’est pas commutatif, il est possible de considérer l’espace 
quotient dans lequel on le divise par son commutant [1,71] pour le 
rendre commutatif. 


2.3 Groupes libres 


Définition 2.3.1. Le produit libre de deux groupes G et H est le groupe 
noté G x H dont les éléments sont les mots a1a2...an, pour n > 0 et où 
les a; sont des éléments de G\{1} ou H\{1} tels que si a; appartient à 
l’un des groupes, a;,1 appartient à l’autre pour j = 1,2,...,n—1. Le cas 
n = 0 correspond au mot vide (noté 1). 


Dans la catégorie des groupes, le produit libre de deux groupes est 
le coproduit de ces deux groupes. Le produit libre de deux groupes se 
construit donc par concaténation d’élements de G ou de H, suivi d’une 
réduction qui consiste à effacer l’élement neutre ou à remplacer deux élé- 
ments consécutifs d’un même groupe par un élément unique. Du fait de 
sa définition catégorique, le produit libre vérifie la propriété universelle 
suivante (pour la notion de coproduit et d’universalité, voir le chapitre 
suivant). 


Proposition 2.3.2. Si ©, : G — K et ya : H — K sont deux 
homomorphismes de groupes, il existe un et un seul homomorphisme 
de groupes Y : Gx H — K tel que doi = pı et W oi = ps, où 
u:G—GxH etiz: H — Gx H sont les injections canoniques. 


Démonstration. Soit aj1a2..an € G x» H, Si ay € G, alors 
on pose Y(aja2...an) = il(ai)po(a2)pi(az).…. et V(aia2.….an) = 
pa(ai)p1(a2)2(a3).… sinon. 


Définition 2.3.3. Un groupe libre à n générateurs (s1,..., Sn) est 
l’ensemble de tous les mots que l’on peut écrire en concaténant les lettres 
sj et S pour j = 1,2,... n. 


Définition 2.3.4. Un groupe G est libre sur un sous-ensemble S de G, si 
chaque élément de G s’écrit de façon unique comme produit d'éléments 
de S et d'éléments inverses de S. 
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Proposition 2.3.5. Le sous-groupe de G engendré par la famille (a;)ier 
est le plus petit sous-groupe normal de G contenant les éléments (a;). I 
est formé des éléments 


(naË gr )(g2aË 92"): (gaaë ga") 


où d>0,g; EG et a; est soit aj soit CPS 


Un groupe libre est unique à isomorphisme près. Les éléments de S 
sont les générateurs du groupe G auxquels on ajoute entre ces généra- 
teurs, les relations r = s{1...s? (où les ig = +1). Si S = {s1,.….,s,} sont 
les éléments générateurs de G et rı = … = rọ = 1 (où 1 est l’élément 


neutre de G') les relations, alors le groupe G est noté 


CS = Sir ere Te) 


Définition 2.3.6. Un groupe est finiment engendré s’il existe un homo- 
morphisme surjectif @ : (s1, ..., sn) — G. Les générateurs de G sont alors 
les éléments y(s;). Si le noyau de v est le sous-groupe normal H engendré 
par un nombre fini d'éléments r1, ..., rq, alors G est isomorphe au groupe 
quotient (s1, ..., Sn) /H. 


Pr a Sir 


Exemple 2.3.7. Le groupe cyclique Cn est un groupe d’ordre n engendré 
par un seul élément 


Cn = (s : s” = 1) > Zn 


Il est isomorphe au groupe Zn = Z/nZ. Le groupe cyclique infini C% 
est engendré par un seul élément. Il représente la répétition d’un même 
motif 

Cœ = (s$) >Z 


La somme Z @ Z a pour présentation 
ZE Z = (sr :srs rl = 1) 
La somme directe de deux groupes cycliques a pour présentation 
Zn Zm = (sr : s” =r” = ss rl = 1) 


Définition 2.3.8. Le sous-groupe des commutateurs [G, G] d’un groupe 
G est le sous-groupe normal engendré par les éléments aba-!b-!. Le 
groupe quotient G/[G,G!] est un groupe commutatif appelé l’abélianisé 
de G. 
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Proposition 2.3.9. L'abélianisé G/[G,G] du groupe libre G = 
(s1, ..., Sn) est isomorphe au groupe abélien libre de rang n, Z”. 


Exemple 2.3.10. Le groupe abélien libre engendré par deux éléments 
et par la relation xy = yx est le groupe 


G = (x,y say dy = 1) 
~ {x"y":n,m E€ Z} 
~ ZZ 


Proposition 2.3.11. Si deux groupes Gi = (S1 ; R1) et G2 = (S2 ; Ro) 
sont donnés par générateurs et relations, alors le produit libre est le 
groupe 

G1 x Go = (S1 U Sa : R1 U So) 


Exemple 2.3.12. Si G: est le groupe cyclique d'ordre 2 et Ga le groupe 
cyclique d'ordre 3 : 


Ge), Gi=(s:s=1) 
alors le produit libre 
GirG=(sriserz=i) 


est le groupe projectif spécial linéaire PSL2(Z). 


2.4 Calcul du groupe fondamental 


2.4.1 Théorème de van Kampen 


Le théorème de van Kampen permet de montrer que certains espaces 
(comme la sphère, le plan projectif complexe) sont simplement connexes. 


Théorème 2.4.1 (van Kampen). Soient X un espace connexe par arcs 
réunion de deux ouverts non vides, connexes par arcs U et V dont l'inter- 
section UNV est non vide et connexe par arcs. SiU et V sont simplement 
connexes, alors l’espace X = U UV est simplement connexe. 


Exemple 2.4.2. 1. Soit U la sphère S” (n > 2) privée du pôle nord 
et V la sphère privée du pôle sud U = S"\{(0,...,0,1)} et V = 
S?\£{(0,...,0,—1)}. L'’intersection U NV = R”\{0} est non vide 
et connexe par arcs. La sphère est donc simplement connexe. 
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2. Soit H un sous-espace vectoriel de R”, dim H = d. Comme 
R”\H © R°-4\{0} x R? on a en application du théorème de van 
Kampen que si d= n — 1, R"\H n’est pas connexe, si d= n — 2, 
R”\E est connexe par arcs, et sid < n— 3, R°\H est simplement 
connexe. 


3. La simple connexité du plan projectif PC se démontre par récur- 
rence sur n. Pour n = 2, PŽ = 9? est simplement connexe. Suppo- 
sons pisi simplement connexe et posons U = PA PR: = Cret 
V = PE. L'intersection U N V = C”\{0} est conneze par arcs. 
Le théorème de van Kampen montre alors que U U V = FẸ est 
simplement connere. 


2.4.2 Groupe fondamental du cercle S! 


Calculer le groupe fondamental du cercle revient à étudier quels sont 
les lacets homotopes dans St. Si on fixe un point de base comme ori- 
gine, les lacets se distinguent les uns des autres par le nombre de tours 
qu’ils font autour de l’origine dans un sens (compté positivement) ou 
dans l’autre (compté négativement). On les repère par cet indice, c’est 
pourquoi le groupe fondamental du cercle est isomorphe à l’ensemble 
des entiers relatifs. Plus précisément, soient p la projection de R dans 
S! définie par t — exp(2irt) et 1 = p(0) le point de base. Pour tout 
n € Z, on note cn le lacet défini par t — exp(2innt) = p(nt). Il faut 
montrer que la correspondance n — [c,] est un isomorphisme de Z sur 
71(51,1) = r1($!). Pour cela, on démontre le lemme suivant qui intro- 
duit la notion de relèvement. Il existe au dessus du cercle St un chemin 
€ dans R en forme d’hélice dont l'extrémité €(1) € Z, appelée degré de 
c, donne le nombre de tours effectués par le chemin c. Le degré de cn est 
n. 


Lemme 2.4.3. Soit c: [0,1] — St un lacet de base 1 dans S1. Il existe 
alors un unique chemin € : [0,1] — R ayant 0 pour origine (0) = 0 et 
de projection c, (poč = c). Le chemin € est appelé un relèvement de c (à 
travers l’exponentielle) et son extrémité C(1) € Z est le degré de c. 


Proposition 2.4.4. L'application n — |cn] est un isomorphisme de Z 
sur mı( S1). 


Théorème 2.4.5. Le groupe fondamental du cercle S1 est isomorphe à 
Z. 
mils!) =Z 


Pour n > 2, la sphère S” est simplement connexe et son groupe fonda- 
mental est trivial. 
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Ce résultat a de nombreuses applications comme le théorème de 
d’Alembert, de Brouwer, de Borsuk-Ulam ou de l’invariance de la dimen- 
sion. Ces théorèmes se généralisent en dimension supérieure. On note D? 
le disque unité fermé du plan. 


Théorème 2.4.6 (de Brouwer). Toute application continue du disque 
D? sur lui-même a au moins un point fize. 


Démonstration. Supposons que f n'ait pas de point fixe. Considérons 
l'application r(x) du disque D? sur le cercle S! définie par la droite 
passant par le point (x, f(x)) et intersectant St en un point appelé r(x). 
Puisque f est sans point fixe, r(x) est complètement définie pour tout 
point x de D? et définit une rétraction du disque D? sur le cercle S1. 
Or il ne peut pas exister de rétraction du disque sur le cercle, car s’il en 
existait une, comme l'injection canonique de St dans le disque D? est 
homotope à l'application constante et que D? est contractile, alors S1 
serait contractile, ce qui est faux. Donc f a au moins un point fixe. 


Théorème 2.4.7 (de d’Alembert). Tout polynôme à coefficients com- 
plexes de degré n (n > 1) admet une racine complexe. 


Démonstration. Supposons que le polynôme p(z) n’ait pas de racines 
sur le cercle unité S1. Il est alors possible d'introduire la quantité 


n DE) 
e) = Tol 


qui est un lacet de S1 dans St. (1) Si p n’a pas de racine dans le disque 
unité ouvert, alors le degré du lacet p(z) est nul, car l'application 


eis p(tz) 

Ip(éz)| 
pour t € [0,1] est une homotopie entre p(z) = H(z,1) et H(z,0) = 
p(0)/ ||p(0)|| qui est l’application constante. (2) Si p n’a pas de racine à 
l'extérieur du disque unité fermé, alors le lacet p(z) est de degré n, car 
l'application 


E 
ép(z/t)| 
est une homotopie entre p(z) = H(z,1) et l'application z + z” qui est 
de degré n > 1. Par conséquent, comme le degré d’une application est 
unique, le polynôme p a une racine dans C. 


Nous admettrons le théorème suivant, qui est aussi une conséquence 
du groupe fondamental du cercle. Ce théorème affirme qu’il ne peut 
exister d'injection de 9? — R?. Il se généralise au cas multidimensionnel. 
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Théorème 2.4.8 (de Borsuk-Ulam). Pour tout n > 1 et pour toute 
fonction f : S” — R”, il existe un point x € S” tel que f(x) = f(-x). 


Démonstration. Donnons une preuve de ce théorème dans le cas où 
n = 1. Supposons qu'il existe un point x € S! tel que f(x) # f(-x). 
Introduisons l'application continue g : St — {—1, +1} définie par 


_ fæ- fa) 

[f(æ) — f(—2)] 
Comme S! est connexe, g est constante et égale à +1. Si g(x) = 1 alors 
f(x) — f(-x) = |f(x) — f(-x)| > 0 pour tout x € St. En particulier 
pour x = 1 et —1, on en déduit que f(1) > f(—1) > f(1) ce qui est 
impossible. Donc g(x) = —1. Mais dans ce cas, le même raisonnement 
conduit à une contradiction. Par conséquent, il existe un point x € S! 


tel que f(x) = f(—-x). 


Théorème 2.4.9 (de Lusternik-Schnirelmann). Soient A, B,C trois 
fermés de S? dont la réunion recouvre S?, alors l’un des fermés contient 
deux points antipodaux. 


g(x) 


Théorème 2.4.10 (de l’invariance de la dimension). Un ouvert U de 
R? ne peut pas être homéomorphe à un ouvert V de R”, n £2. 


Démonstration. Supposons que n = 1. Soient x un point de U et B 
une boule ouverte de centre x. S’il existait un homéomorphisme f de 
U sur V, alors l'application f : B\{x} — f(B)\{f(x)} serait aussi un 
homéomorphisme. Mais cela est impossible car B\{x} est connexe et 
f(B)\{f(x)} CR ne l’est pas. Si n > 3, l’homéomorphisme de V dans 
U restreint à 9° induit une application injective de S? dans R?, ce qui 
contredit le théorème de Borsuk-Ulam. 


2.4.3 Groupe fondamental d’un produit 


Théorème 2.4.11. Soient X et Y deux espaces topologiques connexes 
par arcs. Alors le groupe fondamental du produit ñn1(X x Y,(x,y)) est 
isomorphe à la somme m1(X,x) @® m1(Y, y). 


TX x Y, (x, y)) S m1(X, x) a m1(Y, y) 


2.4.4 Groupe fondamental du tore 


Pour le calcul du groupe fondamental du tore, on utilise le résultat 
sur le groupe fondamental d’un produit. Comme T? S S1 x S1, alors 


mı(T?) = mı(St) @ m1(S!) zZz 
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Pour un tore n-dimensionnel, le mı(T”) est isomorphe à la somme de n 
éléments Z$: Z 


mT) SZ- Z 


n fois 


2.4.5 Groupe fondamental de l’espace projectif réel 


L'espace projectif réel Pg de dimension n est l’espace obtenu à partir 
de la sphère S” en identifiant les points antipodaux x et —x. Autrement 
dit, Pg est l’espace obtenu à partir de la sphère S” par l’action du 
groupe discret Z = Z/2Z. Pour n = 1, l’espace Pi = St. Son groupe 


fondamental est donc 
r1(P}) = mi(S1) =Z 


Pour n = 2, on utilise le fait que le plan projectif réel est le groupe SO(3) 
dont le groupe fondamental est 


Tı(PR) = T1 (S0(3)) = Z2 


Pour n > 2, comme Pg a la structure d’un complexe cellulaire, on 
démontre que le squelette de dimension 2 de P8 est P$. D’injection 
canonique de P? — Pg induit un isomorphisme entre leurs groupes 
fondamentaux et par conséquent 


Tı(PR) S mi (PE) = Z2 


2.4.6 Groupe fondamental d’un bouquet d'espaces 


Définition 2.4.12. Soient (X, xo) et (Y, yo) deux espaces pointés, on 
appelle bouquet de ces deux espaces et on note X V Y l’espace obtenu 
en identifiant xo et yo dans la réunion disjointe X U Y. 


Proposition 2.4.13. Soient (X, xo) et (Y, yo) deux variétés pointées 
telles que X et Y sont connexes par arcs. Alors le groupe fondamental du 
bouquet est le produit libre des groupes fondamentaux des deux variétés 


mil X VY) = mA) n(Y) 


Exemple 2.4.14. Comme le groupe fondamental du cercle S! est 
l’ensemble des entiers relatifs r1(S*) = Z et que celui de la sphère S? est 
trivial r1(8?) = 1, il s'ensuit que n1(S! VS?) = Z et m1(S? V 9?) = 1. Le 
groupe fondamental du bouquet de deux cercles m1(5! V S1) est le groupe 
libre à deux générateurs (r1,r2) où r; correspond au lacet tournant une 
fois autour du j-ième cercle S1. 


50 Groupe fondamental 


2.5 Groupe fondamental des groupes classiques 


Les groupes classiques sont les principaux groupes de matrices à coef- 
ficients réels ou complexes. On note I» la matrice identité d'ordre n. On 
suppose que n > 2 et on note K = R ou C. Rappelons les définitions 
suivantes : 


e le groupe linéaire GL,(R) des matrices carrées n x n à coefficients 
réels de M,(R) inversibles est un groupe non connexe. 


GLn(R) = {x € Mn (R) : det x # 0} 


Le groupe linéaire GL,(C) est connexe, mais non simplement 
connexe. Son centre Z(GL,(K)) est le groupe formé des homo- 
théties (une homothétie est une application linéaire x — Ax). Il 
est donc isomorphe à K — {0}. 

e le groupe spécial linéaire SL, (R) des matrices de GLa (R) de déter- 
minant +1 


SLA(R) = {x € GLa (R) : det x = +1} 


Ce groupe est connexe, mais pas simplement connexe. Son centre 
est formé des homothéties de SL,(R). Il est donc isomorphe au 
groupe des racines de l’unité. Le groupe réel SL, (R) est connexe, 
mais pas simplement connexe, tandis que le groupe complexe 
SL,(C) est simplement connexe ; 


e le groupe unitaire U(n) des matrices réelles ou complexes unitaires 
U(n) = {x € GL,(K) : zx = In} 


Ce groupe est connexe, mais pas simplement connexe. Son centre 
est formé des matrices mutliples de l’identité AZ, où À est un élé- 
ment de la sphère S1, ensemble des complexes de module 1 ; 


e le groupe spécial unitaire SU(n) des matrices réelles ou complexes 
unitaires de déterminant +1 
SU(n) = {x € GL,(K) : zx = 1,,det x = +1} 
Ce groupe est simplement connexe. Son centre est formé des 
matrices mutliples de l’identité AJ, où À est une racine de l'unité; 
e le groupe orthogonal O(n) des matrices réelles ou complexes ortho- 
gonales (x! = xt) 


O(n) = {x € GL,(K) : rtr = In} 


Ce groupe réel ou complexe n’est pas connexe. Son centre est réduit 


à {+ Id}; 
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e le groupe spécial orthogonal SO(n) des matrices réelles ou com- 
plexes orthogonales de déterminant +1, autrement dit des rota- 
tions 


SO(n) = {x € GL,(K) : z'x = In, det x = +1} 


Ce groupe est connexe, mais pas simplement connexe. Son centre 
est formé de toutes les matrices SO(2) si n = 2, de {4 Id} si n est 
pair et n > 3, et trivial {1} sinon; 


e le groupe symplectique Sp(2n) — parfois noté Sp(n) — est le groupe 
formé des matrices carrées d’ordre 2n symplectiques 


Sp(2n) = {x € GLon(K) : 2! Jr = J} 
où J est la matrice symplectique 
0 h 


C’est aussi le groupe défini par le produit scalaire symplectique 


Sp(2n) = {9 € GLan(K) : (gx, gy) = (x, y), Yx, y} 


où le produit scalaire est défini par 


yı 
Or). i 
(x,y) = xt Jy = (z1, mo) | pe 0 | ; 


Lj Lj+n 
Yi Yj+n 


n n 
= J (£jYj+n — Zjtnyj) = J det 
Ji j=l 


Son centre est formé des matrices {+ Id}. Le groupe Sp(2n) se 
rétracte par déformation sur U(n). 


Sp(2n, R) N O(2n) = U(n) 


Le groupe symplectique est connexe, mais pas compact. Le groupe 
Sp(2n,C) est simplement connexe, mais pas Sp(2n,R) comme 
l'indique son groupe fondamental : 


m1(Sp(2n,R)) = Z et r1(Sp(2n,C)) = {1} 


Théorème 2.5.1. Soit G l’un des groupes suivants GL,(R), SL, (R), 
OR), SO,(R), On(C) ou SO,(C), le groupe fondamental de G vaut 


m1(G) =Z sin=2, et m1(G) = Zə sin >3 
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Par contre, le groupe linéaire des matrices à coefficients complexes 
GLA(C) est connexe, mais pas simplement connexe. Son groupe fonda- 
mental vaut 
71(GLn(C)) =Z 
Les groupes projectifs sont les quotients des groupes précédents par 


les homothéties, en général leurs centres. On définit : 


e le groupe projectif linéaire PGL, (K) est le quotient de GL,(K) par 
les homothéties non nulles, autrement dit par son centre privé de 
l’élément 0. Le groupe fondamental du groupe projectif linéaire 
réel est 


71(PGLI(R)) = Z,sin—=2 
7m1(PGLn(R)) = Z2sin>3 impair 
7m1(PGLa(R)) = Zə x Zə sin > 3 pair 


Dans le cas complexe, le groupe fondamental est simplement le 
groupe des racines de l’unité 


nmı(PGLa(C)) = Un 


e le groupe projectif spécial linéaire PSL,(K) est le quotient du 
groupe spécial linéaire par le groupe des racines de l’unité Un. 
Lorsque K = R, 

mı(PSL2(R)) = Z 
nı(PSLən(R)) Zo X Zo sin>2 


Lorsque K = C, le groupe PSL, (C) est isomorphe à PSL, (C), et 
nı(PSLa(C)) = Un 


Dans l’espace pseudo-euclidien muni d’une forme quadratique de 
signature p,q on définit la matrice 


l, 0 
Log = | n I | 


et on note RP+4 l’espace réel associé. On définit les groupes : 


e le groupe pseudo-unitaire U(p, q) 
U(p, q) = {x € GLp+4(C) : T'lpgt = Ipa} 


est connexe mais pas simplement connexe. Son groupe fondamental 
est égal à 
ri(U(p,9))=ZXx2Z 
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e le groupe pseudo-spécial unitaire SU(p, q) 


SU(p, q) = U (p, q) N SL»+4(R) 


est connexe mais pas simplement connexe. Son groupe fondamental 
est égal à 
mı(SU(p,q)) =Z 


e le groupe pseudo-orthogonal O(p, q) formé des matrices inversibles 
carrées d’ordre p + q, 


O(p, q) = {x € GLp44(R) : vie = Ipaq} 


Ce groupe n’est pas connexe. Il est constitué de 4 composantes 
connexes. Son centre est formé des identités {+ Id}. Son groupe 
fondamental mı(O(p,q)) vaut selon les valeurs de p et q : 


p=1| p=2 
q=2 Z ZxZ 
q > 3 Zo Z x Lo 


et 
Tı(O(p,q)) = Z2 x Zə si pq > 3 


e le groupe pseudo-spécial orthogonal SO(p,q) formé des matrices 
pseudo-orthogonales de déterminant +1 


SO(p, q) = O(p, q4) N SLp+4(R) 


Ce groupe n’est pas connexe. Il est formé de deux composantes 
connexes. Son centre est réduit à l'élément neutre si p + q est 
impair et égal à {+Id} si p + q est pair. Son groupe fondamental 
est le même que celui de O(p, q) 


Tı(SO(p,q)) = m1(O(p, q)) 


e le groupe pseudo-symplectique Sp(p, q) est le groupe 


Sp(p, q) = {x € GLp+4(R) : Z Jp qt = Jpq} 
où la matrice pseudo-symplectique J est définie par 


J = diag(—Ip, Iq, —Ip, 19) 


Son centre est réduit à {+ Id}. Son groupe fondamental est égal à 


m1(Sp(p,q)) =ZxZ 
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2.6 Groupe fondamental d’un polyèdre 


Lorsque la variété est triangulable, ce qui est le cas de toutes les sur- 
faces, il est possible de calculer son groupe fondamental à partir du 
symbole de cette surface. Pour cela, on montre que le groupe fonda- 
mental est isomorphe à un groupe libre défini par des générateurs et des 
relations. Nous suivons dans cette partie les exemples de Nakahara [21]. 

Soit X une surface connexe par arcs. Lorsque cette surface est homéo- 
morphe à un polyèdre K, il est possible de montrer par une triangulation 
f: K — X que leurs groupes fondamentaux sont isomorphes 


Si l’on connaît un sous-complexe L de K connexe par arcs, simple- 
ment connexe, alors il est possible de construire à partir des sommets 
Vo, V1,..., Un de K un groupe dont les générateurs sont précisément les 
arêtes orientées gij = (viv;) de K et dans lequel le sous-complexe L 
contient tous les sommets mais ne contribue pas au calcul. Le calcul 
s'effectue de la manière suivante : 


1. Trouver une triangulation f : K — X de la surface X. 


2. Trouver un sous-complexe L du complexe K connexe par arcs, 
simplement connexe et qui contient tous les sommets de K. 


3. Attribuer un générateur gij à chaque 1-simplexe (w;v;) de K — L, 
pour chaque à < j. Ignorer les simplexes de L en posant gij = 1 si 
(viuj) EL. 


4. Si (vivjux) est un simplexe de K pour i < j < k, imposer la 
relation gijJjk = ki- 


5. Rassembler les relations rą, obtenues et en déduire que 
TX) > m1(K) © (gij, rki) 


La figure suivante présente une triangulation du tore. Le tore est 
obtenu en recollant les bords haut et bas ainsi que les bords droit et 
gauche en suivant l'orientation des flèches. La partie grisée correspond 
au sous-complexe L. 


Groupe fondamental d’un polyèdre 55 


Le groupe libre comprend 11 générateurs (les arêtes go2, go7, 937, 938, 
gas, 928, 918, 916, 906 J04, 924) puisque les arêtes de L sont égales à 1, 
et 10 relations correspondant aux 10 triangles non hachurés. Si on pose 
go2 = x et go4 = y, il est facile de voir que chaque triangle conduit à une 
expression des générateurs en fonction de x et de y. Le premier triangle 
donne 02927 = go7, et puisque go2 = x et 1 = g27 € L, on a go7 = x. On 
obtient ainsi : 


902 = 907 = 937 = 938 = 948 = X 


et 


928 = 918 = 916 = 906 — 904 — Y 
En outre, la relation g24948 = g2s équivaut à g2427 = y. La relation 
902924 = go4 étant équivalente à xg24 = y, on en déduit que 


gu =yx  =2 y 


1 


d’où la relation ryx™ty™! = 1. Le groupe fondamental du tore est donc 


isomorphe à 


mı( X) © (x,y : zyx tyt = 1) 
~ ZZ 


Le plan projectif P?R est représenté par la figure suivante dans 
laquelle on identifie, en tournant dans le sens des aiguilles d’une montre, 
les arêtes externes de même symbole. Le sous-complexe L est comme 
dans le cas précédent grisé. Les triangles libres conduisent à 7 généra- 
teurs et à 6 relations. Si l’on pose x = g23, on voit que les générateurs sont 
égaux à x. De la relation g»3g35 = 925, on déduit, puisque g23 = 935 = x 
et gə = 1, la relation z? = 1. D'où le groupe fondamental du plan 
projectif 

r1(P?R) = (x,y 1? = 1) ~ Zə 
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2.7 Groupes d’homotopie supérieure 


Les groupes d’homotopie supérieure généralisent le groupe fonda- 
mental. Mais contrairement au groupe fondamental, il n’est pas facile 
de les calculer. Cela est dû principalement au manque d’outils comme le 
théorème de van Kampen. Ces groupes se distinguent des groupes d’ho- 
mologie singulière qui se calculent plus facilement grâce en particulier 
au théorème d’excision. Le lien entre groupes d’homotopie et groupes 
d’homologie est précisé par le thèorème de Hurewicz que nous verrons 
dans le chapitre sur l’algèbre homologique. 

On note B, la boule unité de dimension n de l’espace R”. Son bord 
ƏB” = S”! est la sphère unité de dimension n — 1. 


Définition 2.7.1. Soient X un espace topologique et xo un point de X. 
Le n-ième groupe d’homotopie supérieur mn(X, xo) est l’ensemble des 
classes d’homotopie des applications continues f : B” — X telles que 


F8?) = {z0}. 


Pour n = 1, le groupe coïncide avec le groupe fondamental qui est aussi 
appelé premier groupe d’homotopie. Pour n = 0, le groupe To(X, £o) est 
le groupe des composantes connexes par arcs des lacets de X de base 
z0. 

De la même façon que l’on définit le produit de deux chemins pour 
définir une opération sur le groupe fondamental, on introduit un produit 
de la façon suivante. Dans la sphère S”, on identifie son équateur S”! 
avec un point sọ. Ce qui définit une application y : S” — SẸ? V S9 dans 
le bouquet de deux sphères collées par le point d’attache sọ. Pour deux 
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applications f : S? — X et g : S — X qui toutes deux envoient le 
point so sur zo, le produit fg est défini par 


J] fle) si x € DY 
f(x) = i g(x) six € D7 


où D* est l'hémisphère nord et D” l'hémisphère sud de S”. En identi- 
fiant S” avec le cube unité [0, 1]”, cela se traduit (de la même façon que 
pour le produit de chemin défini pour introduire le groupe fondamental) 
par 


__ ] f(2t1,t2,.….,tn) si t € [0,1/2] 
fot) -f JC So T si t € [1/2,1] 


Muni de ce produit, l’ensemble mn(X, xo) est un groupe. Ce produit 
est souvent noté comme une somme, car pour n > 2, le groupe est 
commutatif. D’où le résultat. 


Théorème 2.7.2. Soient X un espace topologique et xo un point de X. 
L'ensemble des classes d’homotopie forme un groupe. Pour n > 2, ce 
groupe est commutatif. 


Les groupes d’homotopie des sphères sont difficiles à calculer. Pour les 
cercles S1, nous avons vu que r,(S1) = Z et 


An(S?) = 0 pour n > 2 
En dimension supérieure (2 et 3), la fibration de Hopf 
se P o S? 
induit une suite exacte d’homotopie 
Til S!) > Til SÈ) > mil S?) > m1 lS!) > mils) — m5_1 (82) — 
qui montre que les groupes suivants sont isomorphes 
Til S$) = r;(S?), pour i > 3 


Les premiers groupes d’homotopie des sphères sont connus. Certaines 
valeurs sont curieuses comme 


T14(8°) = Lea X 72 ou mi7(S?) = Z830 


La table suivante liste les premiers groupes : 


n 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 
Tn(S?) Z Zo Zo Zı2 Zo Lo Z3 Zis Zo 
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Pour les groupes classiques, on démontre que certains groupes d’homo- 
topie sont périodiques. Considérons par exemple la suite 


o1) c O(2)c--- c O= |]JO(n) 
n=1 
Les groupes d’homotopie du groupe orthogonal sont périodiques de 
période 8 : 
Ti(O) = Ti+8(0) 


Cette propriété remarquable est appelée la périodicité de Bott. Il suffit 
alors de connaître les huit premiers groupes pour les connaître tous. 
Dans le cas du groupe orthogonal O, noté aussi O(æ), on a 


TO Ti T2? N3 T4 A5 TE T7 
Z2 Z% 0 Z 0 0 0 Z 


2.8 Exercices 


Exercice 2.1. Soit x un point de R” — {0}. Calculer le groupe fonda- 
mental 


T1(R" — {0}, x) 
Solution 2.1. Comme R” — {0} se rétracte sur la sphère S"-! et que 
mı( S1) S Z et m1(8") S 0 pour n > 2, on en déduit que 
mı(R? — {0}) =Z et mı (R” — {0})=0sin >3 
Exercice 2.2. Calculer le groupe fondamental de C?\C. 


Solution 2.2. Comme l’espace C?\C = C — {0} se rétracte sur St, on 
a 


m1(C\C) =m(C — {0}) = 71(S') =Z 
Exercice 2.3. Calculer le groupe fondamental de R” — R”. 


Solution 2.3. Si m = n+ 1, R”*t — R” a deux composantes connexes, 
contractiles, donc 
mı(R" +! — R”, r) = 0 


Sim>n<+2,ona 
R” — R” = R™” — {0} x R” 


n—=m-—1 
S l 


Comme R™-” se rétracte sur on à 


TR — R”) = TR" — {0}) = m (8?) 
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d’où 
Z sim-—-n—l=1 


m pr) — 
Tı(R B T sim>n+3 


Exercice 2.4. Soient x,y deux points distincts de l’espace projectif 
réel Pg. Calculer le groupe fondamental mı (PR — {x}, y). 


Solution 2.4. Comme PẸ — {x} se rétracte sur P leurs groupes 
fondamentaux sont isomorphes 


mi(PR — {2}, y) = m (PRY) 
Pour n = 2, on a donc 
Ti(PR— {2}, y) = mı (PR y) =Z 
Et pour n > 2, 
(PR — {2}, y) = mı(PR Y) = Z2 


Exercice 2.5. Soit V4(R") la variété de Stiefel réelle, c’est-à-dire la 
variété des k-repères orthonormés de R”. Calculer son groupe fonda- 
mental 


Tı (Vk(R”)) 


Solution 2.5. On a vu dans les exercices du chapitre précédent que 
Vi (R?) = 9”71, Par conséquent 


nı (Vu(R”®)) = m (9t) =Zsin=2et0sin>3 
Comme Va (R”) S O(n), on a 
T1 (Va(R”)) = r1(O(n)) = Z si n= 2 et Za sin > 3 
Comme Va-1(R”) S SO(n), on a 
71 (Va(R”)) = m1(SO(n)) = Z si n= 2 et Zosin > 3 


Pour toutes les autres valeurs 2 < k < n — 2 et n > 2, on démontre par 
récurrence que 


Tı (V&(R")) = 0 
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Catégories et foncteurs 


Le langage des catégories et des foncteurs a été introduit en 1942 par 
Samuel Eilenberg et Saunders Mac Lane pour les besoins de la topologie 
algébrique et de l’algèbre homologique. Nous présentons les premiers 
rudiments et discutons quelques applications. Pour plus d’informations, 
on pourra se reporter au livre de F. Borceux [3]. 


3.1 Catégories 


Définition 3.1.1. Une catégorie C est une collection d'objets et de mor- 
phismes Hom(X, Y) pour deux objets X,Y € C appelés la source et le 
but vérifiant les axiomes suivants : 


1. Pour tout objet X,Y,Z de C et pour tout morphisme g € 
Hom(X,Ÿ) et f € Hom(Y, Z), il existe un morphisme f o g de 
Hom(X, Z) appelé la composition de f et g. 

2. La composition est associative (fog)oh= fo(goh). 

3. Pour tout objet X, il existe un morphisme idx € Hom(X, X) qui 
agit comme l'identité à droite et à gauche, i.e. pour tout mor- 
phisme de but Y, f € Hom(X,Ÿ), on a idy o f = f et pour tout 
morphisme de source X, g € Hom(X,Y), on a goidx =g. 


4. Pour tout f € Hom(X,Ÿ), foidx = f et idyo f = f. 


Une petite catégorie C est une catégorie pour laquelle les objets de 
C et les morphismes sont des ensembles (noter que la définition d’une 
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catégorie parle de collection et non d'ensemble, ceci pour éviter certains 
problèmes liés à la théorie des ensembles). On ne considère dans la suite 
que des petites catégories. La catégorie duale C* d’une catégorie C est la 
catégorie obtenue en renversant les flèches de la catégorie C. Une sous- 
catégorie C d’une catégorie D est une catégorie dont les objets sont une 
sous-classe des objets de D et les morphismes sont une sous-classe de 
Hom(D). La catégorie produit C x D de deux catégories C et D est la 
catégorie dont les objets sont les couples (X,Y) où X €C e&t Y €D, 
et dont les morphismes sont les couples (f,g) où f est un morphisme 
de C et g un morphisme de D. Un morphisme f de Hom(X, ŸY ) est un 
isomorphisme s’il existe un morphisme g de Hom(Y, X) tel que go f = 
idx et fog = idy. On note 0 la catégorie vide (sans objets, sans flèches), 
1 la catégorie formée d’un seul élément noté en général {x} et une flèche 
(l'identité), 2 la catégorie formée de deux objets {a,b} et d’une seule 
flèche a — b (qui n’est pas l'identité). 


Exemple 3.1.2. 1. Un groupe G est une catégorie formée d’un seul 
objet {x} dont les flèches sont les éléments de G. Toute flèche a 
un inverse gg! = Id, = e. 


2. Un ensemble (partiellement) ordonné (E, <) est une catégorie dont 
les objets sont les éléments de E et les morphismes sont les flèches 
définies par x — y si et seulement si x < y. 


3. Un monoïde est une catégorie à un objet {x}. Un monoïde est un 
ensemble M muni d’une loi de composition binaire associative et 
d’un élément unité. Dans une catégorie quelconque, la loi de com- 
position est une loi binaire ayant un élément unité. Toute catégorie 
peut donc être vue comme un monoïide possédant plusieurs objets. 


4. Un groupoïde est par définition une catégorie dans laquelle tout 
morphisme est un isomorphisme. 


5. Ens, la catégorie des ensembles, est la catégorie dont les objets 
sont les ensembles et dont les morphismes sont les applications 
entre les ensembles. 


6. Top, la catégorie des espaces topologiques, est la catégorie dont les 
objets sont les espaces topologiques et dont les morphismes sont 
les applications continues. Top, est la catégorie des espaces topo- 
logiques pointés, sous-catégorie de Top, dont les espaces sont mu- 
nis d’un point de base et les morphismes (applications continues) 
préservent ce point de base. 


7. Cat est la catégorie dont les objets sont les (petites) catégories et 
les morphismes les foncteurs entre catégories. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


3.2 


. Vect, la catégorie des espaces vectoriels, est la catégorie dont les 


objets sont les espaces vectoriels et dont les morphismes sont les 
applications linéaires. 


. Met est la catégorie dont les objets sont les espaces métriques et 


les flèches les applications contractantes. 


Grp, la catégorie des groupes, est la catégorie dont les objets 
sont les groupes et dont les morphismes sont les homomorphismes 
de groupes. La catégorie des groupes abéliens Ab est une sous- 
catégorie de la catégorie des groupes. 


Ann, la catégorie des anneaux est la catégorie dont les objets 
sont les anneaux et dont les morphismes sont les homomorphismes 
d’anneaut. 


RMod, la catégorie des modules à gauche sur un anneau R, est 
la catégorie dont les objets sont les R-modules à gauche et dont 
les morphismes sont les couples (f, p) où f est un homomorphime 
d’anneaux et o un homomorphisme de groupes. La composition des 
morphismes est définie par (f,D)o(g, Y) = (fog, poy). Rappelons 
qu’un groupe abélien X est un R-module si l’application de (R, X) 
dans X définie par (a,x) — ax vérifie (1) a(x + y) = ax + ay, 
(2) (a+ b)x = ax + bz et (3) a(bx) = (ab)x pour tous les éléments 
a,bE Retz,yE X. 


Toph, la catégorie des homotopies, est la catégorie dont les objets 
sont les espaces topologiques et dont les morphismes sont les classes 
d’homotopie des applications continues. C’est un exemple impor- 
tant de catégorie non concrète. Une catégorie C est dite concrète 
s'il existe un plongement isomorphe de C dans la catégorie des 
ensembles. 


Foncteurs 


La notion de foncteur généralise la notion de fonction entre catégorie, 
mais à la différence d’une fonction, agit sur deux types d’entités à la 
fois, les objets et les morphismes. 


Définition 3.2.1. Un foncteur (covariant) F de la catégorie C vers la 
catégorie D associe à chaque objet X de C un objet F(X) de D et à 
chaque morphisme f : X — Y un morphisme F(f) : F(X) > F(Y) 
(aussi noté f,) tel que : 


1. 


Pour chaque objet X EC , on a F (idx) = idp(x). 
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2. Si f: X — Y et g: Y — Z sont deux morphismes de C alors 
F(go f) = F(g)o F(f). 


Un foncteur transforme des iso en iso (c’est-à-dire des isomorphismes 
en isomorphismes) car go f = id implique F(g)o F(f) = id. La compo- 
sition de deux foncteurs est encore un foncteur. La notion de foncteur 
contravariant F de la catégorie C vers la catégorie D est définie en renver- 
sant le sens des flèches dans la définition précédente. Plus précisément, 
on a la définition suivante. 


Définition 3.2.2. Un foncteur contravariant F de la catégorie C vers 
la catégorie D associe à chaque objet X de C un objet F(X) de D et à 
chaque morphisme f : X — Y associe un morphisme F(f) : F(Y) > 
F(X) (aussi noté f*) tel que : 


1. Pour chaque objet X € C, on a F(idx) = idp(x). 


2. Si f: X — Y et g: Y — Z sont deux morphismes de C alors 
F(go f) = F(f) ° F(g). 


Exemple 3.2.3. 1. Soit D un objet de la catégorie D. L’application 
constante F : C — D qui associe à tout objet X € C, le même objet 
D, et à tout morphisme f l'identité idp est un foncteur. 


2. L’inclusion d’une sous-catégorie dans une catégorie est un fonc- 
teur. 


3. L'application de la catégorie des espaces topologiques Top vers la 
catégorie des groupes abéliens Ab qui associe à chaque espace topo- 
logique X le n-ième groupe d’homologie singulière H,(X) est un 
foncteur. 


4. L'application de la catégorie des groupes dans la catégorie des 
ensembles qui associe à chaque groupe G l’ensemble sous-jacent G 
et à chaque homomorphisme f la même application f est un fonc- 
teur qui perd de l'information, appelé pour cette raison le foncteur 
d’oubli. 

5. L'application de la catégorie des espaces topologiques pointés vers 


la catégorie des groupes qui associe à chaque espace topologique 
pointé (X,x0) le groupe fondamental nmı(X, zo) est un foncteur. 


6. Le foncteur d’abélianisation de la catégorie des groupes Grp dans 
la catégorie des groupes abéliens Ab est le foncteur qui à un groupe 
G associe le groupe abélien G/[G, G] où [G, G] est le commutateur, 
c'est-à-dire le sous-groupe engendré par {ghg1h}|g,h € G}. 


Définition 3.2.4. Un foncteur F de la catégorie C vers la catégorie 
D est fidèle (resp. plein, resp. pleinement fidèle) si pour chaque X,Y 
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objets de C, l'application de Home( X,Y ) vers Homp(F (X), F(Y)) est 
injective (resp. surjective, resp. bijective). 


Notez le rôle particulier que jouent les objets X et Y. Le caractère 
fidèle ne dit pas que si f et g sont deux morphismes distincts, alors 
F(f) # F(g) (voir les exercices). F est fidèle si pour chaque X,Y € 
Obj(C), et g : F(X) > F(Y), il existe au plus un morphisme f : X > Y. 


Exemple 3.2.5. 1. Le foncteur d’oubli (qui oublie une structure ou 
une propriété) est fidèle. Par exemple, le foncteur de la catégorie 
des groupes dans la catégorie des ensembles qui oublie la structure 
de groupe. 

2. Le foncteur groupe fondamental de la catégorie Top, — Grp n’est 
pas fidèle, car deux applications peuvent induire le même mor- 
phisme. 


Définition 3.2.6. Un foncteur F : C — D est essentiellement surjectif 
si pour chaque objet Y de D, il existe un objet X de C tel que F(X) et 
Y sont isomorphes dans D. 


Définition 3.2.7. Un foncteur F : C — D est un isomorphisme de 
catégories s’il existe un foncteur G : D — C tel que FG est le foncteur 
identité sur D et GF est le foncteur identité sur C. 


Définition 3.2.8. Un foncteur F : C — D est une équivalence de caté- 
gories si F est essentiellement surjectif et pleinement fidèle. 


Définition 3.2.9. Une catégorie C est concrète s’il existe un foncteur 
de C dans Ens. Ce foncteur est appelé foncteur d’oubli. 


Exemple 3.2.10. Les catégories RMod, Ann, Mon et Top sont des 
catégories concrètes. 


Définition 3.2.11. Soient F, G deux foncteurs de la catégorie C vers 
la catégorie D, une transformation naturelle de F vers G est une appli- 
cation 7 de C vers Hom(D) notée n : F > G telle que : 


1. Pour chaque objet X € C, l'application ny : F(X) —> G(X) est un 
morphisme dans D ; 
2. Pour chaque morphisme f : X — Y de C, on a ny o F(f) = 
G(f)onx. 
Définition 3.2.12. Une transformation naturelle 7 est un isomorphisme 


naturel si chaque application 9% est un isomorphisme. 


Les foncteurs peuvent être composés. Chaque catégorie a un fonc- 
teur identité. Il existe donc une catégorie Cat dont les objets sont 
de (petites) catégories et dont les morphismes sont des foncteurs. De 
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la même manière, les transformations naturelles se composent. Donc, 
étant donné deux catégories C et D, il existe une catégorie de fonc- 
teurs D? = Fun(C,D) dont les objets sont des foncteurs et dont les 
morphismes sont des transformations naturelles entre foncteurs. C’est 
une manière de construire de nouvelles catégories à partir de catégories 
existantes. 


Définition 3.2.13. Un foncteur F : C — D est une équivalence de 


catégories, s’il existe un foncteur G : D — C et des isomorphismes 
naturels FG — Idp et GF —> Ide. 


3.3 Objets et problèmes universels 


Les sommes, les produits et plus généralement les limites sont des 
solutions de problèmes universels. La notion d’universalité est essen- 
tielle. Elle assure au mathématicien qu’il ne manipule pas deux objets 
identiques sous des noms différents (p. ex. la notion de groupe est uni- 
verselle), mais elle lui permet aussi de savoir si un objet pressenti est 
solution d’un problème universel ou non. 


Définition 3.3.1. Soient F : C — D un foncteur de la catégorie C vers 
la catégorie D et À un objet de la catégorie D. La solution du problème 
universel induite par le foncteur F est le couple (B, m) où B est un objet 
de la catégorie C, appelé l’objet universel, et x est un morphisme de A 
vers F(B) tel que pour tout objet X de la catégorie C, et pour tout 
morphisme g : A — F(X), il existe un unique morphisme f : B > X 
tel que g = F(f) 0 x. En d’autres termes, l’application de Homç(B, X) 
vers Homp(A, F(X)) qui à chaque f associe F(f) om est bijective. 


Exemple 3.3.2. 1. La solution d’un problème universel n'existe pas 
nécessairement. Soit C la catégorie des groupes finis et D la caté- 
gorie des ensembles finis. Le foncteur d’oubli F associe à chaque 
groupe G l’ensemble G de ses éléments. Si À est un ensemble non 
vide, il n'y a pas d’objet B dans la catégorie C attaché à A. Mais 
si C est une catégorie de la catégorie des algèbres définies par des 
équations (comme les groupes, les espaces vectoriels, les algèbres de 
Lie ou les algèbres associatives) et D la catégorie des ensembles, 
alors pour un ensemble À, la solution universelle est l’algèbre libre 
sur À. 


2. La complétion d’un espace topologique est un problème universel. 
Soient C la sous-catégorie des espaces complets (toute suite de Cau- 
chy converge) et D la catégorie des espaces métriques. Le foncteur 
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d'inclusion F induit une solution pour chaque espace métrique À, 
il existe un espace complet À et une application 7 : À — F(À) tels 
que F(f)o7 est bijective. 

3. La clôture algébrique d’un corps est un problème universel. Dans 
ce cas, C est la catégorie des corps algébriquement clos, D est la 
catégorie des corps commutatifs et F est le foncteur d'inclusion. 


4. Le corps des fractions est un problème universel. Dans ce cas, C est 
la catégorie des corps commutatifs, D est la catégorie des anneaux 
unitaires commutatifs et F est le foncteur d'inclusion. 


5. Si F est le foncteur qui associe une algèbre de Lie Lie(A) à chaque 
algèbre associative unitaire A par le crochet [x,y] = zy — yz, 
alors pour une algèbre de Lie g, la solution universelle est l’al- 
gèbre enveloppante universelle U(g). 

6. Si F est le foncteur qui associe la catégorie des groupes commu- 
tatifs à la catégorie des groupes, alors pour un groupe donné G la 
solution universelle est le sous-groupe des commutateurs de G. 


La définition suivante montre que le produit d’une famille d'objets est 
un objet universel. 


Définition 3.3.3. Soit C une catégorie et (A;) une famille d'objets de C. 
Le produit pour cette famille est le couple (P,(f;)) où P est un objet noté 
P = I] A; de la catégorie C et (f;) est une famille de morphismes f; : 
P => vérifiant la condition suivante : pour une famille de morphismes 
donnée gi : B — À;, il existe un morphisme unique m : B —> P tel que 
fio m = gi pour tout i. 


La notion duale d’un produit, appelée le coproduit, est obtenue en ren- 
versant le sens des flèches. 


Définition 3.3.4. Soit (A;) une famille d'objets de la catégorie C. Le 


coproduit (S, (fi)) est un objet S noté S = || À; et une famille de mor- 
icl 

phismes f; : À; — S vérifiant la condition suivante : pour une famille 

de morphismes donnée gi : À; — B, il existe un unique morphisme 


T: S — B tel que 7 o fi = gi pour tout i. 


Exemple 3.3.5. Dans la catégorie des ensembles, les coproduits existent 
et sont des objets universels. 
3.4 Mono et épimorphismes 


Définition 3.4.1. Un objet A d’une catégorie C est initial s’il existe un 
seul morphisme A — X pour chaque X € C. Un objet 1 est terminal s’il 
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existe un seul morphisme X — 1 pour chaque X. Un objet nul, noté 0, 
est un objet à la fois initial et final. 


Définition 3.4.2. Un morphisme f : À — B de la catégorie C est un 
mono (monomorphisme) si f o g = f o h pour f,g € Hom(C) entraîne 
que g = h. 


Dans la catégorie des ensembles, les mono sont les injections. Chaque 
isomorphisme est un mono. Le produit de deux mono est un mono. La 
notion duale d’un mono est un épi (épimorphisme). 


Définition 3.4.3. Un morphisme f : À — B de la catégorie C est un 
épi (épimorphisme) si go f = ho f pour f,g € Hom(C) implique que 
g = h. 


Dans Ens la catégorie des ensembles, les épi sont les surjections. 
Chaque iso est un épi. Le produit de deux épi est un épi. Dans la caté- 
gorie des anneaux, l'inclusion Z  Q est un épi qui n’est pas surjectif. 


Définition 3.4.4. Soit f : À — B. Une rétraction pour f est une 
application r : B — A telle que ro f = 14. Une section pour f est une 
application s : B — A telle que f o s = 18. (laest la notation pour 
l'identité sur A). 


Proposition 3.4.5. Si f : A — B a une rétraction, alors pour tout 
ensemble X et tout couple d'application xı : X — À et x2 : X — À, on 
a 

fox = f 0 t2 => T1 = 12 


autrement dit f est un mono. 


Démonstration. Soit r la rétraction de f, ro f = 14. Supposons que 
fo zı = fo x2, ona 


zı = laot =ro fogy =ro fo g= 140 gz2= T2 


Proposition 3.4.6. Si f : À — B a une section, alors pour tout 
ensemble X et tout couple d'application tı : B — X ettz: B > X, 
on a (la propriété d'annulation) 


tio f t2 0 f tı t2 
autrement dit f est un épi. 


Proposition 3.4.7. Si f possède à la fois une rétraction r et une section 
s, alors r = s. 
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Remarque 3.4.8. Si f a une section s, alors s a une rétraction f. Si 
f:4{0,1,2} — {a}, {3,4} — {b}, alors f admet 6 sections sı : a — 0 et 
b — 3, sı : a — 0 et b — 4, etc. 


3.5 Limites projectives (Limites) 


Définition 3.5.1. Soit F : C — D un foncteur de la catégorie C vers la 
catégorie D. Un objet X de D est une limite (ou une limite projective) 
du foncteur F, notée X = lim F ou X = Jim F(A) si : 


1. Il existe un morphisme ¢ġ4 : X — F(A), où A E€ C tel que F(f)o 
PA = bg, pour chaque morphisme f : À — B dans C. 


2. Pour chaque famille Y4 : Y — F(A), où AEC et Y € D, telle que 
F(f)oẸ 4 = Yp, il existe un unique morphisme h : Y — X tel que 
aoh = YA. La limite projective est aussi notée lim F = (X,64). 


Exemple 3.5.2. 1. Un ensemble pré-ordonné I peut être vu comme 
une catégorie dont les objets sont les éléments de I et dont les 
morphismes sont les applications a : i — j oùi,j EI eti< j. 
Dans une catégorie donnée D, une famille d'objets À;, i € I, et de 
morphismes aij : Ai — Aj, où i < j, sont les images du foncteur 
F:T D si ai = 1 et œjajr = Qik fori < j < k. Une limite 
(projective) pour la famille (aij) est un objet universel X tel qu'il 
existe des morphismes Q; : X — À; vérifiant @; = Qij o Qi. 


2. Produits directs. Le produit cartésien E x F de deux ensembles 


et le produit infini Į] E; sont des limites projectives. Soit I un 
icl 
ensemble d'indices. Se donner un foncteur F : I — C est équivalent 


à se donner un ensemble (E;);er indexé par les éléments de I. Les 
morphismes a; : P — E; définissent une limite projective si et 
seulement si P est le produit direct P = IT E;. Le produit direct 


ici 
est une limite projective. Par dualité, les sommes directes sont des 
colimites (limites inductives). 


3. Noyaux. Soit C une catégorie possédant des morphismes nuls. Un 
morphisme f : X — À est un noyau d’un morphisme a : A — B 
et noté f = ker(a) si a o f = 0 et si pour chaque morphisme 
h pour lequel ao h = 0 il est représenté de manière unique par 
h = fog. Les noyaux sont des limites projectives. Remarquons 
que les noyaux n'existent pas nécessairement. Si f = ker(a), alors 
f est un mono. Mais dans le cas général, l'inverse n’est pas vrai. 
Un mono qui est un noyau est appelé un monomorphisme normal. 
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4. Produits fibrés. Les produits fibrés sont des limites projectives. 


Définition 3.5.3. Dans une catégorie C, un carré cartésien est un carré 
commutatif 

Y 

|: 

A 


foi= goj tel que pour tout X € C, et pour tout morphisme u : X — A 
et v : X — B, il existe un unique morphisme h : X — Y rendant le 
diagramme suivant commutatif 


se ps 


|o 


$ C 


ie. tel que u=iohetv=joh. 


Un carré cocartésien s'obtient par dualité, en inversant le sens des 
flèches. 


Définition 3.5.4. Soit C une catégorie et soient f : A> S, g: B> S 

deux morphismes de Hom(C). Le produit fibré est défini comme étant 

l’objet P € C et les morphismes i : P — A et j : P — B tels que le 

carré (P, A, S, B) est cartésien. Le produit fibré est noté P = AJJ B ou 
S 


À xs B. 


Exemple 3.5.5. Dans la catégorie des ensembles, le produit fibré est 
l’ensemble 


AxsB={(xy)EeAXB, f(x) = g(y)} 


Si l’ensemble S est réduit à un point, le produit fibré est le produit car- 
tésien usuel, À xs B = À x B. Les notions duales de carré cartésien et 
de produit fibré sont les carrés cocartésiens et les sommes amalgamées. 


Si la catégorie C a des produits fibrés, l'application sub : Ob(C) — Ens 
se prolonge en un foncteur de C” vers Ens. Si f : À — B est une flèche 
de C et m : X — B un monomorphisme représentant un sous-objet 
de B, le tiré en arrière (pullback) de m le long de f de Y — A est 
un mono et représente un sous-objet de À. On vérifie facilement que 
sub : CP — Ens est un foncteur qu’on appelle le foncteur de sous-objet. 
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Remarquons que pour une catégorie quelconque, la collection sub(X) 
n’est pas nécessairement un ensemble. 


3.6 Limites inductives (Colimites) 


La notion duale d’une limite est une colimite (ou une limite inductive). 
La définition est obtenue en renversant le sens des flèches. 


Définition 3.6.1. Soit F : C — D un foncteur de la catégorie C vers la 
catégorie D. Un objet X de D est une colimite (ou une limite inductive) 
du foncteur F, notée X = lim F or X = lim F(A)si: 


1. Il existe un morphisme 4 : F(A) —> X, où A € C tel que 8 ° 
F(f) = 1 pour chaque morphisme f : A > B dans C. 


2. Pour chaque famille Y4 : F(A) + Y,où AeCet Y €D, telle que 
YpgoF(f) = Y4, il existe un unique morphisme h : X — Y tel que 
ho pa = YA. La limite inductive est aussi notée lim F = (X, 4). 


Exemple 3.6.2. 1. Sommes directes. La somme disjointe E + F 
de deux ensembles et la somme disjointe infinie sont des limites 
inductives. Soit I un ensemble d'indices. Se donner un foncteur 
F : I —> C est équivalent à se donner un ensemble (E;);er indexé 
par les éléments de I. Les morphismes a; : S — E; définissent 
une limite projective si et seulement si la somme S est directe 
de dE; = UE: x {i}. Les sommes directes sont des colimites 

iel iel 
(limites inductives). 

2. Conoyaux. La notion duale de noyaux et de monomorphismes nor- 
maux est conoyaux et épimorphismes normaux. Soit C une caté- 
gorie ayant des morphismes nuls. Un morphisme f : B — X est 
appelé un conoyau du morphisme a : A — B et noté f = coker(a) 
si fo a = 0 et si chaque morphisme h pour lequel h o œ = 0 est 
représenté de manière unique par h= go f. 


Définition 3.6.3. Les produits fibrés sont des limites projectives et les 
sommes fibrées sont des limites inductives. Soit C une catégorie et soient 
f:S—Aet g: S — B deux morphismes de Hom(C). La somme fibrée 
ou amalgamée est définie par l’objet X € C et les morphismes i : A — X 
et j : B — X tels que le carré (S, A, X, B) est cocartésien. La somme 


amalgamée est notée ATT B. 
S 
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Exemple 3.6.4. Dans la catégorie des espaces topologiques, les sphères 
sont des sommes amalgamées. Considérons les ensembles 


B'={xeR", fr <1} 


où |x| est la norme de x = (£1, £2, ..., £n) et les morphismes 


i(x) = (z1, 20, .…., V1 — ||”) et j(x) = (z1, £2, —V1— |z|’) 


Le diagramme suivant est cocartésien 


Sr 1 B” 


|o 


B” ——> 5" 


3.7 Foncteurs adjoints 


Définition 3.7.1. Soient F : C— D et G : D — C deux foncteurs. 
F est l’adjoint à gauche de G (et G est l’adjoint à droite de F) si 
les deux foncteurs H”, Ha de C* x D, où C* est la catégorie duale 
de C vers la catégorie des ensembles, et qui associent à chaque couple 
d'objets (X,Y) € C x D les ensembles H? (X,Y) = Home(F (X), Y) et 
HG(X,Y) = Homp(X,G(Y)) sont isomorphes, i.e. il existe une trans- 
formation naturelle 0 : HF — Hg, appelée l’adjointe de F pour G, entre 
les ensembles de morphismes Home(F (X), Y) et Homp(X,G(Y)) pour 
tout objet X et Y. 


Remarquons que les foncteurs H? (X,Y) et Ha(X,Y) sont contrava- 
riants pour le premier argument et covariants pour le second argument. 


Proposition 3.7.2. Les foncteurs adjoints à gauche (resp. adjoints à 
droite) préservent les limites inductives (resp. les limites projectives). 


Exemple 3.7.3. 1. Dans la catégorie des ensembles, pour un 
ensemble donné A, le foncteur H4(Y) = Hom(A, Y) est un adjoint 
à droite du foncteur X x A. 


2. Soit F un foncteur de la catégorie C vers la catégorie des 
ensembles. F a un adjoint à gauche si et seulement si tous les 
coproduits JI Ax existent, où X est un objet de C et À; = À pour 

zeX 
tout x EX. 

3. Soit k un corps. Le foncteur d'oubli U : Vectz — Ens de la caté- 
gorie des espaces vectoriels sur k dans la catégorie des ensembles 
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est un foncteur adjoint à gauche, et le foncteur libre F : Ens — 
Vectx est un foncteur adjoint à droite. Soient X un ensemble et 
V un espace vectoriel, dire que U est une adjonction signifie que 
l’application linéaire de F(X) — V est essentiellement la même 
chose qu'une fonction f : X => U(V). 


Définition 3.7.4. Soit F : C — D un foncteur. Un objet X € C et un 
morphisme h : Y — F(X) sont libres pour l’objet Y € D si pour chaque 
morphisme u : Y — F(X’), il existe un morphisme v : X — X’ tel que 
u s'écrit de manière unique u = ho F(v). 


Proposition 3.7.5. Un foncteur G : D — C a un adjoint à gauche si 
et seulement si pour tout objet X € C, il existe un objet Y € D tel que 
Y est libre pour X relativement à G. 


3.8 Foncteurs représentables 


Définition 3.8.1. Soit C une petite catégorie. Un foncteur covariant 
(resp. contravariant) est représentable s’il existe un objet X de C tel que 
F est isomorphe au foncteur H¥ = Hom(X,—) (resp. à Hom(—, X)). 
Le foncteur H* : Hom(X,—) — Ens est défini de la façon suivante. 
Pour tout objet Y € C, H*(Y) = Hom(X,Y). Pour tout morphisme 
f:Y > Z, H*(f) : Hom(X,Y) — Hom(X, Z) tel que g — f o g pour 
tout g: X >Y. 


Définition 3.8.2. Un foncteur est représentable par X € C s’il est 
naturellement isomorphe à HX. 


Exemple 3.8.3. Le foncteur oubli sur Grp est représentable par Z. Le 
foncteur d’oubli sur Top est représentable par 0. Le foncteur d’oubli sur 
la catégorie des groupes finis n’est pas représentable. 


Exemple 3.8.4. Soient U et V deux espaces vectoriels sur un corps k. 
Le foncteur B(U, V; —) : Vectx — Ens associe à tout espace vectoriel 
W l’ensemble B(U,V; W) des applications bilinéaires U x V — W. Ce 
foncteur est représentable, car il existe un espace vectoriel T tel que 
l’isomorphisme B(U, V; W) — Vectz(T,W) est naturel en W.T=U@ 
V est le produit tensoriel des espaces U et V. 


Proposition 3.8.5. Un foncteur F est représentable si et seulement si 
il existe un couple (X,a) où X est un objet de C et a un foncteur de C 
dans Ens tel que pour tout objet Y de C l’application 
Hom(X,Y) > F(X) 
f > F(f)&) 
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est bijective. Le couple (X, a) est appelé une représentation (ou un repré- 
sentant) de F. 


Proposition 3.8.6. Le représentant est unique à isomorphisme près. Si 
(X, a) et (Y, B) sont deux représentations de F, alors il existe un unique 
morphisme f tel que f(X) =Y et F(f)(B) = a. 


3.9 Lemme de Yoneda 


Soit C une catégorie localement petite. Un objet À de C définit un 
foncteur covariant H4 : C — Ens de la manière suivante. À tout objet 
X de C on associe un morphisme H1(X) de Hom(A, X) et à tout mor- 
phisme f, on associe le morphisme H4(f) qui à tout morphisme g associe 
gof. 

Lemme 3.9.1 (de Yoneda). Pour tout objet A de la catégorie C loca- 
lement petite et pour tout foncteur F : CP — Ens, il existe un isomor- 
phisme 

Hom(H1,F) S F(A) 


En particulier, pour deux objets A et B de C, ona 

Hom(H4, Hg) © Hom(A, B) 
L’isomorphisme précédent H défini par H4 = Hom(-, A) est appelé le 
plongement de Yoneda. 


Corollaire 3.9.2. Le plongement de Yoneda H : C — Ens?” est plein 
et fidèle. 


Corollaire 3.9.3. Pour tout objet A et B deC, ona 


HAT Hg AB 


Exemple 3.9.4. 1. Soit C une catégorie cartésienne fermée, pour 


ENS p ` 4BxC ; 
montrer que (A ) est isomorphe à A , il suffit de montrer 
que si y désigne le plongement, on a 


p ey = yAB*C 


Pour tout X €C 


Il 


Hom(X x C, AP) © Hom(X x C x B, A) 
= Hom(X x (B x C), A) S Hom(X, AP*C) 


Hom(X, (45) “i 


R 
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2. Si C est une catégorie cartésienne fermée, on démontre la distri- 
butivité (à isomorphisme près) 


Ax(B+C)j=AxB+AxC 


par les isomorphismes suivants 


Hom(Ax(B+C),X) © Hom(B+C,X4) 
= Hom(B, X^) + Hom(C, X4) 
=  Hom(A x B,X) + Hom(A x C, X) 
= Hom(Ax B+AXxC,X) 


3.10 Monades 


La notion de monade dérive de celle de monoïde. Cette notion de 
monoïde est elle-même un précurseur de la notion de catégorie. Toute 
structure algébrique est un monoïde. 


Définition 3.10.1. Une monade sur une catégorie C est un triplet 
(M,n,u) d'un endofoncteur M : C — C, avec deux transformations 
naturelles n : Id > M (unité) et u : M? = M (multiplication) telles 
que les diagrammes suivants commutent 


M3 MA M2 M M L M 
mw kb NPK 
M? ——> M M 


Exemple 3.10.2. 1. Idę est une monade 


2. Sur Ens, la monade des listes (ou étoile de Kleene) M est le fonc- 
teur List qui envoie tout type A sur le type List(A) et tout mor- 
phisme f sur M(f) : (£1, ..-£n) > (f(x1),.…, f(£n)). L'unité est la 
transformation naturelle qui envoie a sur |a], et la multiplication 
est l'opération qui applatit les listes, c’est-à-dire qui transforme par 
exemple [a, [b,c], [d,e]] en [a,b, c,d, el]. 


3. Sur Ens, la monade des parties est définie de la façon suivante. 
Le foncteur M envoie tout ensemble X sur l’ensemble des parties 
P(X) et toute flèche f sur M(f) : Y + {f(x) : x e Y}. L'unité 
n est l’opération de X > P(X), x + {x}. La multiplication 
est définie par la réunion des ensembles  : P(P(X)) > P(X), 
Mise MU: U Yg. 
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4. Sur Ens, la monade des groupes est le foncteur M qui associe à 
tout ensemble X l’ensemble M(X) de toutes les expressions que 
l’on peut former récursivement avec les éléments de X modulo les 
relations de groupe. Notons M(X) : a — [a]. Pour une flèche 
f, M(f) est défini par M(f)([a) = [f(a)]. L'unité de la mo- 
nade est simplement l'inclusion des éléments de X dans les expres- 
sions. La multiplication est l'opération qui efface les crochets ex- 
térieurs issus de la combinaison M(M(X)) = [[X]]. Par exemple, 


u(lla]b][a]*]) = [a] [b] la] *. 
À toute adjonction entre foncteurs est associée une monade de manière 
canonique. 


Théorème 3.10.3. Soit F + G : C — D une paire de foncteurs adjoints. 
Alors M = GF : C —> C est une monade sur C, dont lunité n : 1 — M 
est l’unité de l’adjonction F + G et dont le produit u : M? — M est Ge 
où £: FG > 1 est la co-unité de l’adjonction F ṣẹ G. 


Pour une monade M, on associe deux catégories canoniques : la caté- 
gorie de Eilenberg-Moore et la catégorie de Kleiïsli. 


Définition 3.10.4. Soit (M,n,u) une monade sur une catégorie C. Une 
M-algèbre ou une algèbre sur M est un couple (X,h) où X est un objet 
de C et h : M(X) —> X une flèche tels que les diagrammes suivants 
commutent 


MX) “> M(X) X— M(X) 
mn h La fr 
M(X) —} x X 


L'objet h est appelé flèche de structure ou flèche de calcul. Un morphisme 
f de M-algèbre f : (X,h) — (X', h’) est une flèche de f : X — X’ de C 
telle que le diagramme commute 


M(X) + M(X) 


| |v 


X 


La catégorie CV des M-algèbres est appelée la catégorie d’Bilenberg- 
Moore. 


Exemple 3.10.5. Pour la monade de groupes, l’algèbre sur la mo- 
nade permet de retrouver la structure de groupe. Dans ce cas, X est un 
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ensemble et h envoie sur un élément de X toute expression construite en 
respectant les opérations de groupe. Ceci donne une structure de groupe 
sur X. 


Il y a deux foncteurs canoniques entre les catégories C et C". Le 
foncteur d’oubli U : CM — C qui envoie l'algèbre (X,h) sur l’objet 
X et le morphisme f : (X,h) — (X’,h/) sur le foncteur f : X > Y. 
Et le foncteur d’algèbre libre L : C — C" qui envoie l’objet X sur 
l'algèbre (M(X), uy) et la flèche f : X — Y sur le morphisme d’algèbres 
M(F) : (M(X), ux) > (MY) uy). 

Proposition 3.10.6. Pour toute monade (M,nņ, u) le foncteur algèbre 
libre L : C — CM est adjoint à gauche du foncteur d’oubli U : CM > C 
et M = UL. 


Définition 3.10.7. Soit (M,ņ,u) une monade sur une catégorie C. 
La catégorie de Kleisli notée Cm ou encore KI(M) est définie de la 
façon suivante. Les objets de KI(M) sont les objets de C. Les flèches de 
KI(M) : X > Y sont les flèches X — M(X) de C. Pour chaque objet X, 
la flèche identité 1 : X —> X de KI(M) est la flèche 7x : X > M(X) de 
C. Pour chaque couple de flèches consécutives f : X > Y et g:Y >Z 
de KI(M), on définit la flèche produit gf : X — Z de KI(M) par 
gf = uzM(g9)f. 

Théorème 3.10.8. Il y a adjonction F + G de C sur KM). F 
transforme un objet X de C en un objet X de KI(M) et une flèche 
f: X — Y deC en une flèche F(f) = nyf : X — Y dans 
KI(M). Le foncteur G : KI(M) — C est défini ainsi : G transforme 
l’objet X en M(X) et la flèche g : X — Y de KI(M) en une flèche 
G(g) = uy M(f) : M(X) — M(Y) dans C. M est la monade associée à 
cette adjonction. 


Théorème 3.10.9. Soit F + G :C—>D une adjonction et (M,n, u) la 
monade associée à cette adjonction. Il existe un unique foncteur H : 
D — C™ appelé foncteur de comparaison tel que UH = G et HF = L 
où L est le foncteur algèbre libre, et un unique foncteur H' : CD tel 
que H'L' = F et GH' =U'. Ces foncteurs sont donnés par les formules 


H(Y) = (G(Y),G(Er)),,  H(F:Y —2))=G(f) 

H(Xm) = F(X), H'(fm : Xm > Ym) = Ery) ° F(f) 
Définition 3.10.10. Un foncteur G : D — C est monadique (resp. 
monadique à équivalence près) s’il admet un adjoint à gauche F : C=>D 
et si le foncteur de comparaison de l’adjonction F + G vers l’adjonction 


L-4 U :C = C où M = GoF est un isomorphisme (resp. une 
équivalence de catégories). 
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3.11 Catégories abéliennes 


Définition 3.11.1. Une catégorie abélienne C est une catégorie vérifiant 
les axiomes suivants : 


1. C a un objet nul. 

2. Chaque morphisme a un noyau et un conoyau. 

3. Chaque couple d'objets a un produit et un coproduit. 
4 


. Chaque monomorphisme est un noyau et chaque épimorphisme est 
un conoyau. 


Exemple 3.11.2. 1. La catégorie des groupes abéliens est abélienne. 
2. La catégorie des modules à gauche sur un anneau est abélienne. 


3. Si C est une catégorie abélienne et I une petite catégorie, alors la 
catégorie Hom(I,C) de foncteurs de I vers C est abélienne. 


4. La catégorie des espaces topologiques n’est pas une catégorie abé- 
lienne. 


Définition 3.11.3. Une suite d'objets À; d’une catégorie abélienne 


> À; 2 Ai+1 piar Ai+i rE 
et de morphismes q; tels que ker(a;) = Im(a;+1) est appelée une suite 
exacte. 


Proposition 3.11.4. Une suite exacte d’un morphisme f : X > Y 
d’une catégorie abélienne est la suite exacte 


0 — ker(f) — X SY > coker( f) — 0 


Définition 3.11.5. Une suite 


0> M'—> M > M" >00 
est scindée s’il existe un isomorphisme f : M!'@ M” — M tel que 
pof:Mo@M"-M"æ&f loi:M-M'oM" 


sont des morphismes canoniques. 


Exemple 3.11.6. Un anneau commutatif intègre est un corps si et 
seulement si toutes les suites exactes de A-modules sont scindées. 
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Proposition 3.11.7. Une suite exacte 


0— M' 5 M M 0 


est scindée si et seulement si elle vérifie une des conditions équivalentes 
suivantes : 

(1) à possède une rétraction, i.e. une application r : M — M” telle que 
roi=idm' 

(2) p possède une section, i.e. une application s : M" — M telle que 
gos =idm" 

(3) Im(f) est somme directe de M. 


Proposition 3.11.8. Soient C une catégorie abélienne et G : D => C 
un foncteur pleinement fidèle ayant un adjoint F à gauche. Alors D est 
une catégorie abélienne. 


3.12 Foncteurs dérivés (Ext et Tor) 


Soit F : À — B un foncteur covariant additif entre deux catégories 
abéliennes À et B. 


Définition 3.12.1. On considère la suite exacte courte 0 — A > B > 
C'— 0. On dit que F est semi-exact si la suite F(A) > F(B) > F(C) 
est exacte. F est exact à gauche si 0 — F(A) > F(B) — F(C) est 
exacte. F est exact à droite si F(A) > F(B) — F(C) — 0 est exacte. 
F est exact si F est exact à droite et à gauche. 


La définition s’étend aux foncteurs G : A — B contravariants additifs, 
en appliquant la définition précédente au foncteur covariant associé F : 
AP — B. En d’autres termes, un foncteur exact est un foncteur qui 
préserve les suites exactes des catégories abéliennes. Ce sont aussi des 
foncteurs qui commutent aux limites inductives et projectives. 

Les foncteurs dérivés sont des foncteurs conçus pour rendre compte 
des situations où une suite exacte donne naissance à une suite exacte 
longue. Plus précisément, 


Définition 3.12.2. Soit F : A — B un foncteur exact à gauche entre 
deux catégories abéliennes À et B, autrement dit tel que pour toute suite 
exacte courte 0 > A > B > C > 0, la suite 0 > F(A) > F(B) > 
F(C) est exacte. Les foncteurs dérivés du foncteur F sont, pour tout 
n > 1, les foncteurs R” F : À — B tels que la suite suivante est exacte 


0 — F(A) > F(B)—> F(C) = R!'F(A) > R'F(B) > R!F(C) 
> R?F(A) > R°F(B) =... 
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F est donc un foncteur exact si RIF est trivial. En d’autres termes, 
les foncteurs dérivés mesurent le défaut d’exactitude du foncteur F. 
Les foncteurs dérivés Ext et Tor que nous allons voir maintenant appa- 
raissent en algèbre homologique où ils jouent un rôle déterminant. 

Soit R un anneau, considérons la catégorie RMod des R-modules à 
gauche et ModR des R-modules à droite. Soit T le foncteur produit 
tensoriel de la catégorie ModR dans la catégorie des groupes abéliens. 
Pour une suite exacte courte quelconque de R-modules à gauche 


Des AS BE Css 


l'application à gauche du produit tensoriel par un R-module à droite M 
conduit à une suite exacte à droite de groupes abéliens 


idr®a idr@b 


M@RA = M@RB + MS@RrC—0 


Mais cette suite ne peut pas être prolongée à gauche, car en général 
l’application idp Qa n’est pas injective. Lorsqu'elle est exacte, le module 
M est dit plat. Les foncteurs Tor qui mesurent ce défaut d’exactitude 
sont définis à partir des foncteurs dérivés à gauche LT par 


Tor: (A, B) = L,T(A) 


Dans le cas où R est un anneau commutatif, si r n’est pas un diviseur 
de zéro, le foncteur Tor est précisément le sous-groupe de torsion (d’où 
le nom) 


Tori(R/rR,B)={be B|rb=0} 


Rappelons qu’un élément d’un groupe est de torsion si l’une de ses puis- 
sances non nulle est l'élément neutre, et que la torsion d’un groupe est 
l’ensemble de ses éléments de torsion. Lorsque le groupe est abélien, sa 
torsion est un sous-groupe. Le groupe est dit sans torsion si sa torsion se 
réduit à l'élément neutre, ce qui est toujours le cas lorsque le groupe est 
abélien. Cette notion s'étend aux modules sur un anneau R. Un élément 
de torsion de B est un élement régulier r tel que rb = 0. 
Lorsque A (ou Aj) est un anneau et G un groupe abélien, on a les 

propriétés suivantes : 

e Tor(A,G) = Tor(G, À) 

. a G) = @Tor(A;,G) 

+ Tor(A,Q) = 0, Tor(A, Z”) = 0 
Tor(Z/nZ,G) = G/nG 
Tor(Z/nZ,Z/mZ) = Z/pgcd(n,m)Z 


e or 
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Le foncteur Hom 
F(B) = Homz(A, B) 


est un foncteur exact à gauche. Il possède des foncteurs dérivés à droite, 
les groupes abéliens 


Ext"(4, B) = (R"F)(B) 


3.13 Exercices 
Les exercices sont inspirés des exercices de McLane [20] ou de T. 
Leinster [19]. 


Exercice 3.1. Montrer que dans une catégorie l’inverse d’un mor- 
phisme, s’il existe, est unique. 


Solution 3.1. Soit f : À — B un morphisme. Supposons qu'il existe 
deux inverses g, g' : B— A. On a 


g=g9.1B=gfg 


Exercice 3.2. Le foncteur d’oubli de la catégorie des groupes vers la 
catégorie des ensembles est-il fidèle ? Est-il pleinement fidèle? Mêmes 
questions pour le foncteur d’oubli de la catégorie des groupes abéliens 
vers la catégorie des groupes. 


Solution 3.2. Soient G et H deux groupes. Notons F(G) et F(H) les 
ensembles respectifs associés aux groupes G et H par le foncteur d’oubli 
F. Soit F(f) : F(G) — F(H) une fonction entre ensembles. Alors il 
existe au plus un homomorphisme de groupes f : G — H qui est f 
lui-même si f est un homomorphisme. Par conséquent, l'application de 
HomGrp(X, Y) vers Homgns(F (X), F(Y)) induite par F est injective et 
donc F est fidèle. Par contre le foncteur d’oubli n’est pas pleinement 
fidèle puisque le fait d'oublier la structure engendre plus de morphismes 
(les fonctions qui ne sont pas des homomorphismes). On ne peut donc 
pas avoir une bijection. Par contre, le foncteur d’oubli F : Ab — Grp est 
fidèle et pleinement fidèle car tout homomorphisme entre deux groupes 
abéliens est un homomorphisme de groupes abéliens. 


Exercice 3.3. Trouver un exemple de foncteur fidèle d’une catégorie 
A sur une catégorie B, tel qu’il existe deux morphismes distincts f et g 
de À tels que F(f) = F(g). 


Solution 3.3. Considérons la catégorie À comprenant trois objects 
{1,2,3} et deux morphismes non-identité tels que f : 1 — 3 et g : 2 — 3. 
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La catégorie B ne contient que deux objets {4,5} et un seul morphisme 
non-identité h tels que h : 4 — 5. Le foncteur F qui associe F(1) = 4, 
F(3) = F(2) = 5 entre objets et F(f) = F(g) = h entre morphismes est 
fidèle. 


F 
Exercice 3.4. Soient C = D. Montrer que les foncteurs adjoints à 


gauche préservent les bae initiaux et les adjoints à droite préservent 
les objets terminaux. Ceci est un cas particulier du fait que les adjoints 
à droite préservent les limites, et les adjoints à gauche préservent les 
colimites. 


Solution 3.4. Soit A un objet initial de C et Y un objet de D. 
Comme A est initial, il existe un seul morphisme A — G(Y). Or 
de lisomorphisme Hom(F(A), Y) © Hom(A,G(Y)), on déduit qu’il 
existe un seul morphisme F(A) — Y. Donc F(A) est un objet initial 
de D. De la même manière, si T est un objet terminal, il existe un 
seul morphisme X — T, pour tout objet X € C. De l’isomorphisme 
Hom(X, G(T)) © Hom(F(X),T) on en déduit qu’il existe un seul mor- 
phisme F(X) — T. Donc T est un objet terminal de D. 


Exercice 3.5. Soit F un foncteur plein et fidèle d’une catégorie C sur 
une catégorie D. Montrer qu’un morphisme f de C est un isomorphisme 
si et seulement si F (f) est un isomorphisme de D. 


Solution 3.5. Soit f : X — X’ un morphisme de C. Si f est un 
isomorphisme, alors F (f) est un isomorphisme par la fonctorialité de F. 
Inversement, soit F(f) un isomorpshime. Comme F est plein et fidèle, 
il existe une unique fonction g : X’ — X telle que F(g) = F(f) !. Dans 
ces conditions F'(g o f) = 1rçx) et F(f o g) = lrx, et comme F est 
plein et fidèle, on déduit que go f = 1x et fog = lx, ce qui montre 
que f est un isomorphisme. 


Exercice 3.6. Montrer que dans la catégorie des anneaux, linclusion 
j: Z = Q est un épi mais n’est pas surjective. 


Solution 3.6. Soient f et g deux morphismes tels que foj = goj. Ces 
deux morphismes coïncident sur Z. Montrons qu’il coïncident aussi sur 
Q. D’après les propriétés d’homomorphismes d’anneaux, on voit que 


d’où 
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Par conséquent 


s (2) = FD DORE (2) 


pour tout p/q € Q. Par conséquent j est un épi bien qu’il ne soit pas 
surjectif. 


4 


Variétés différentiables 


Ce chapitre traite du calcul différentiel dans les variétés. Les résultats 
sont rappelés sans démonstration. Pour de plus amples informations, on 
pourra se reporter aux livres classiques de Y. Choquet-Bruhat [5], C. 
Schutz [29] ou C. Nash et S. Sen [22]. Quand on ne précise pas l’ordre de 
différentiabilité, le terme différentiable signifie toujours lisse, c’est-à-dire 
indéfiniment différentiable, de classe C9. 


4.1 Calcul différentiel dans les espaces de Banach 


On rappelle les principaux résultats du calcul différentiel dans les 
espaces de Banach. Pour plus de détails, on pourra se reporter au livre 
de Henri Cartan [4]. 


Définition 4.1.1. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé 
complet, c’est-à-dire un espace dans lequel toute suite de Cauchy 
converge. 


Proposition 4.1.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Si 
F est un espace de Banach, alors l’espace vectoriel normé L(E, F) des 
applications linéaires continues de E dans F est un espace de Banach. 


On se donne dans toute cette section, deux espaces de Banach E et 
F, ainsi qu’un ouvert U de E et V un ouvert de F. 
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Définition 4.1.3. Une application f : U — V est différentiable en zo 
s’il existe une application linéaire de L(E, F) notée £ : U — F telle que 


F(x) — f(xo) = x — xo) + ||x — xo|| (x — xo) 


et e(x — xo) tend vers 0 quand x tend vers zo. L'application £ est unique 
et s'appelle la différentielle de f en xo. On la note f’(xo), dfx ou df (xo). 


La différentiation est linéaire. La composée de deux applications est 
différentiable. Plus précisément : 


Proposition 4.1.4. Soient E, F,G des espaces de Banach, U un ouvert 
de E, V un ouvert de F. Si f est différentiable en xo, et si g est diffé- 
rentiable en f(xo) alors l’application go f est différentiable en xo et 


d(g o f)(xo) = dg(f(xo)) © df (xo) 


En particulier, si f est un homéomorphisme de classe C! et d’inverse g, 
alors pour tout x dans U, l’application f'(x) est inversible et g (f(x)) = 
(P'(æ)) 7. 

Définition 4.1.5. Une application f : E — F est un isomorphisme si 
f est linéaire continue et s’il existe une application g : F — E telle que 
go f = idg et f o g = idp. Autrement dit f est un isomorphisme de E£ 
dans F si f est un homéomorphisme linéaire. 


Définition 4.1.6. Une application f est de classe C1 (ou continâment 
différentiable) si f est différentiable et si sa dérivée f’ est continue. Une 
application f est de classe C® si f est continue. f est de classe CŸ si sa 
dérivée f’ est de classe C*T et de classe C% si f est de classe C? pour 
tout k. 


Définition 4.1.7. Une application f est un difféomorphisme de classe 
CF si f est une bijection de classe C* et d’inverse de classe C#. 


Définition 4.1.8. Une application f : U — V de classe C! est étale en 
un point xo si f/(xo) est un isomorphisme de E dans F. 


Proposition 4.1.9. Un homéomorphisme f : U — V de classe C! est 
un difféomorphisme de classe C! si f est étale en tout point x de U. 


Définition 4.1.10. Soit f : E — F une application de différentielle df,. 
Le rang de f est la dimension de l’image de la différentielle 


rg(f) = dim Im dfr 


C’est aussi le rang de la matrice de df; dans des bases de E et F. 
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Exemple 4.1.11. Si F = R”, le rang de f = (fi, f2, .…., fm) est le rang 
des formes linéaires (fi(x),.…., f,(x)). Si E = R” et F = R”, le rang 
de f est le rang de la matrice appelée matrice jacobienne 


# 
Ôx; 1<i<m,1<j<n 


Lorsque n = m, le déterminant de la matrice est appelé le jacobien. 


Exemple 4.1.12. Soit f : R? > R?, 


Pour calculer la différentielle df : (dx, dy) — (dX,dY) de f, il suffit 
d'exprimer cette expression à l’aide de la matrice jacobienne, soit : 


dX B OX/0x OX/0y dx 
dY E OY/0x 0Y/0y dy 


E 1 1 dx 
s 1 —1 dy 
d’où les valeurs dX = dx + dy et dY = dx — dy. 


Définition 4.1.13. On dit que f : E — F est une immersion si la 
différentielle df, est injective. Si F est de dimension finie, ceci équivaut 
à dire que le rang de f est égal à la dimension de E : rg(f) = dim E. 


Proposition 4.1.14. Dans le cas où E = R” et F = R”, f est une 
immersion si sa matrice jacobienne est de rang n. 


Définition 4.1.15. On dit que f : E — F est une submersion si la 
différentielle df, est surjective. Si F est de dimension finie, ceci équivaut 
à dire que le rang de f est égal à la dimension de F :rg(f) = dim F. 


Proposition 4.1.16. Dans le cas où E = R” et F = R”, f est une 
submersion si sa matrice jacobienne est de rang m. 


Théorème 4.1.17 (d’inversion locale). Soient U un ouvert de E et 
f :U — F une application de classe OC! (k > 1, éventuellement infini). 
Si la différentielle dfx : E — F est bijective en un point x de U, alors 
il existe un voisinage ouvert V de x dans U et un voisinage W de f(x) 
tels que f : V — W est un difféomorphisme de classe CF. Autrement 
dit, f est localement inversible. 


Théorème 4.1.18 (des fonctions implicites). Soient E,F,G trois 
espaces de Banach, U un ouvert de E x F et f : U — G une ap- 
plication de classe C* (k > 1, éventuellement infini). Si en un point 
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(to, yo) de U, la différentielle partielle relative à la seconde variable 
yf (to; Yo) : F — G est bijective, alors il existe un voisinage ouvert V de 
xo dans E et un voisinage ouvert W de yo dans F tels que V xW CU, 
et une application g : V — W de classe CF tels que les propositions 
suivantes sont équivalentes : 


1. (x,y) EV xW et f(x,y) = 0. 

2. xe V ety= g(x). 

Dans le cas réel, le théorème se traduit de la manière suivante (on 
emploie dans cet énoncé des exposants pour noter les indices, confor- 


mément à la notation que nous adopterons pour distinguer les indices 
covariants et les indices contravariants). 


Théorème 4.1.19. Soient E = R” et F = G = R”, U un ouvert 
de R” x R”. Si l'application f : U — R™ est définie par m fonctions 
f = (fl f°, ..., f™) de classe C! de n + m variables réelles, si le point 
(xb, ... af, yb,- Y) vérifie le système d'équations 


Fete gl. y) = 0 
si le jacobien (à(f')}/d(y/)) est différent de zéro au point 
(xd, ... 28, yb, YT), alors dans un voisinage de (x},... £2) et un 


voisinage de (yl, …, y3) le système d'équations précédent est équivalent 
au système 


= g (zt, ..., £”) 
pour i = 1,2,...,m et où les g° sont des fonctions de classe C! dans un 
voisinage de (xb, ..., x). 
Exemple 4.1.20. Le système d'équations 


r? +y -22 =0 
zr? + 2y? + 22 =0 


admet au voisinage du point (1,1,1) une solution locale (x, y(x), z(x)). 
En effet par le théorème des fonctions implicites appliqué à l’espace réel 
E=R(n=1)etF=G=R? (m = 2), il suffit de calculer le jacobien 


au point (1,1) 
Of Of? \_ [ð 2y —4z 
ðf! oz f” E 4y 2z 


pour f(x,y,z) = x? + y? — 22? et f?(x,y,2) = £? + 2y? + 22. Pris au 
point (1,1), ce jacobien a un déterminant non nul 


2 —4 
Tia 
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Par conséquent, il existe un voisinage V du point 1 dans R et un voisi- 
nage W de (1,1) pour lesquels, en dérivant le système d'équations comme 
des fonctions de x, on a 


2x + 2y(x)y/(x) — 42(x)z/(x) = 0 
2x + Ay(x)y'(x) + 2z(x)z'(x) = 0 
d’où les expressions des dérivées 
—3x z 
! = t 1 m 
y (x) aa T? (x) 520) 
Comme y'(1) = —3/5 et z'(1) = 1/5, l'intégration de ces équations 


conduit à l’expression locale de y et de z. 


6 11 
= 4) —g2? + — 
y(x) pan 
et 
2 3 
= ama 
z(x) 57 + 5 


Théorème 4.1.21 (Structure locale des immersions). Soit U un ouvert 
de R” contenant 0. Si f : U — R” est une immersion de classe C* en 
0 telle que f(0) = 0, alors il existe un difféomorphisme local p de classe 
CF en 0 € R” tel que au voisnage de 0 


De tireta) dois t. 2050) 


Autrement dit, po f est la restriction de l'injection naturelle de R” dans 
R” (on a nécessairement n < m). 


Théorème 4.1.22 (Structure locale des submersions). Soit U un ouvert 
de R” contenant 0. Si f : U — RP est une submersion de classe C* 
en 0 telle que f(0) = 0, alors il existe un difféomorphisme local p de 
classe C* en 0 € R” tel que au voisnage de 0 


l'obliitnre Cette) 


Autrement dit, f o p est la restriction de la projection canonique de R” 
sur R7?. 


Définition 4.1.23. Soient Æ et F deux espaces topologiques. On dit 
que f: E — F est un plongement de E dans F si f est une immersion 
injective et un homéomorphisme de E sur f(E) pour la topologie induite. 
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4.2 Variétés différentiables 


La notion de différentiabilité dans les espaces de Banach s'étend au cas 
des variétés topologiques. Soit M une variété topologique de dimension 
n, nous allons munir M d’une structure différentiable. 


Définition 4.2.1. Une carte locale sur M est le couple (U, p) où U est 
un ouvert de M et & : U — (U) est un homéomorphisme de U sur un 
ouvert (U) de R”. 


Définition 4.2.2. Un atlas de M est un ensemble de cartes locales 


(Ui, pi) recouvrant M (c’est-à-dire telles que M = UU;). 


Définition 4.2.3. Si U;N Uj # Ø, on appelle changements de cartes de 
l’atlas (U;,4;), les applications différentiables 


pjo pr : pi(Ui nN Uj) > p;(Ui N U;) 


Définition 4.2.4. Un atlas est différentiable de classe C* si les chan- 
gements de cartes sont des difféormorphismes de classe CF. 


Définition 4.2.5. Deux atlas différentiables (U;,4w;,) et (Vi, Yi) sont 
équivalents (ou compatibles) si leur réunion est un atlas différentiable. 
L’atlas maximal de (U;,w,) est l’atlas composé de toutes les cartes com- 
patibles avec (U;,w;). 


Définition 4.2.6. Une variété différentiable M de classe CF est une 


variété topologique munie d’un atlas maximal de classe C#. 


Définition 4.2.7. Soit M une variété topologique de dimension n. Une 
variété différentiable M de classe CF est déterminée par la donnée d’une 
structure différentiable, c'est-à-dire d’une famille de cartes (U;,4;) véri- 
fiant : 

1. Les U; forment un recouvrement ouvert de M. 

2. Les changements de cartes sont de classe CF. 

3. Si (Ui, pi) C (Vi, di) vérifiant (1) et (2), alors (Ui, pi) = (Vi, di). 
Exemple 4.2.8. 1. L'espace R” est une variété différentiable pour 

l’atlas (R”, id) composé d’une seule carte. 


2. Le cercle St n’est pas homéomorphe à R. On ne peut pas le re- 
couvrir par une seule carte. Définissons deux cartes de la manière 
suivante 


U = {(ayeSl:xæ<1} 
yı : U —>]0,2rf[: (x = cos, y = sin 0) > 0 
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et 
U = {{(x,y)eSl:æ> 1} 
yı : U >lļr, r|: (x = cos, y = sin 0) — 0 


Ces deux cartes recouvrent S! et leur intersection se compose du 
cercle privé des points (1,0) et (—1,0). Le changement de cartes 
p10 sa est un difféormorphisme entre les ouverts pa(U1 N U2) et 
pı(U1 N U2) puisque 


Pi (e5'6) = (cos ð, sin 0) = 8 
pour 0 €]0, r|, et 
(9 = pests = 
pı (p3 0) = pı(cos 0, sin 0) = 0 + 2r 


pour 0 €] — 7,0. Plus généralement, la sphère S” dans R°*! est 
une variété différentiable. On pourra considérer l'atlas formé des 
(2n +2) cartes composées des ouverts 


U7 = {x € S” : x; > 0} et U7 = {x € S” : x; <0} 
et des homéomorphismes 
y7 : U}—R" 
t = (£1, Aa tnar) =>} (£1, RA HET) 


où le symbole chapeau T; signifie que l’on enlève la i-ième coor- 
donnée, et 
@ : Ur >R” 
T = (£1, Ena) ES (£1, #22 Tis sua) 
. Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C. La re- 


lation « être colinéaire » définit sur le corps K = R ou C une 
relation d'équivalence 


rwy & JAE KŸ,x = y 


L'ensemble quotient de l’ensemble V* = V\{0} des vecteurs non 
nuls par cette relation d'équivalence définit un espace projectif 
P(V). I s'identifie à l’espace des droites vectorielles de V. Lorsque 
V =R"#!, cela définit l’espace projectif réel P” (R) de dimension n 
et lorsque V = C"+#, cela définit l’espace projectif complexe P(C). 
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Pour x = (x0,%1,..,%n) € K"*1, on note [ro,t1,.…, £n] sa classe 
d'équivalence dans P”(K). Les ouverts 


U; = {[xo, z1, el € P”(K) : Ti Æ 0} 
et les applications p; : U; > K” 


T0 Ti-1 Li+1 Tn 
pillto, £1,- Enl) a ( pe. ; RS ) 


définissent un atlas sur P”(K) et par conséquent une structure 
différentiable. 


Définition 4.2.9. Une variété différentiable est orientable s’il existe un 
atlas (U;,4;) tel que tout changement de cartes 4; o ep; est de jacobien 
positif en tout point. 


Exemple 4.2.10. La sphère S” est orientable, mais la bande de Möbius 
ne l’est pas. 


4.3 Applications différentiables entre variétés 


La notion de carte locale permet de définir une notion de différentia- 
bilité entre variétés. Cette notion coïncide avec la définition usuelle dans 
le cas des ouverts de R”. 


Définition 4.8.1. Soient M et N deux variétés différentiables. Une 
application continue f : M — N est une application différentiable si 
pour toute carte (U, y) de M et pour toute carte (V, 4) de N, telles que 
f(U)NV Æ Ø, l'application Y o f o y7} : @(UNf-!(V)) dans Y(V) est 
différentiable. 


Définition 4.3.2. Soient M et N deux variétés différentiables. Une 
application f : M — N est un difféormorphisme si f est une bijection 
et si f et f_! sont des applications différentiables (au sens précédent). 


Exemple 4.3.3. Les cartes (R, x) et (R, x°) définissent deux structures 
différentiables sur R. L'application x — xt est un difféomorphisme 
entre ces structures, bien que x!/3 ne soit pas différentiable en 0. 


Définition 4.3.4. Soient M et N deux variétés différentiables. Une 
application f : M — N est une application de classe C* si pour tout 
x € M, à une carte quelconque (V, Y) de N est associée une carte (U, p) 
de M avec x € U et f(x) € f(U) C V et si Yo f o7! est de classe CF. 


Proposition 4.3.5. Une application f : M — N est une application de 
classe OF si et seulement si il existe une carte (U, p) en x et une carte 
(V, Y) en f(x) telles que f(U) CV et do f ow-! sont de classe CF. 
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Proposition 4.3.6. Soient M" une variété de dimension n et NT? 
une variété de dimension n + p. Si f : M" — N'TP est une immersion 
au point x de M”, alors il existe une carte locale (U, p) de M” contenant 
x et une carte (V, y) de N” telles que f(U) CV et 


Dofow (ri, En) = (1, En, 0, …., 0) 


Proposition 4.3.7. Soient M"*P une variété de dimension n + p et 
N” une variété de dimension n. Si f : M"TP — N” est une submersion 
au point x de M"*?, alors il existe une carte locale (U,w) de MP 
contenant x et une carte (V, y) de N” telles que f(U) CV et 


Dofop (ri, Enp) = (T1, 2n) 


Proposition 4.3.8. Si f : M” — N”™ est une application de classe C* 
de rang constant r sur M”, alors pour tout x de M”, il existe une carte 
locale (U, p) de M” contenant x et une carte (V, p) de N™ telles que 
f(U) CV et 


ypo f og™t(zi,..., En) = (£1, .-., £r, 0...0) 


Proposition 4.3.9. Soient M et N deux variétés de classe C*. Toute 
immersion f : M — N de classe C* injective et propre est un plon- 
gement sur son image f(M). En particulier, si M est compacte, toute 
immersion f : M — N de classe OCF est un plongement. 


Proposition 4.3.10. Soient M et N deux variétés de classe C! (k > 1). 
Une application f : M — N de classe C* est un plongement de classe 


CF si et seulement si f(M) est une sous-variété de N de classe C* et 
f:M = f(M) est un C*-difféormorphisme. 


Exemple 4.3.11. Si f: M — N est une immersion injective propre de 
classe C® alors f(M) est une sous-variété de N de classe C®. 


Proposition 4.3.12. Soient M et N deux variétés. Si f: M — N de 
classe C® est une immersion propre et si le cardinal des fibres f-!(f(x)) 
est constant et fini, alors f(M) est une sous-variété de N et f : f(M) > 
N est un revêtement. 


4.4 Sous-variétés 
Définition 4.4.1. Une partie N d’une variété M de dimension n est 


une sous-variété de dimension m < n de M, si pour tout x de N, il existe 
une carte (U, y) de M contenant x telle que Y(U N N) = (U) 0 R”. 
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Proposition 4.4.2. Si f est un plongement de M dans N, alors 
l’ensemble f(M) est une sous-variété de M et f est un difféomorphisme 
de M sur f(M). 


Proposition 4.4.3. Soient U un ouvert de R” et f : U — R” une 
application de classe C! et x un point de R™. Si f est une submersion 
en tout point de M = f-l(x), alors M est une sous-variété de R” de 
dimension n — m. 


Proposition 4.4.4. Soient U un ouvert de R” et f : U — R” une 
immersion injective (m < n). Si fl: f(U) — U est une application 
continue, alors f(U) est une sous-variété de R” de dimension m. 


Exemple 4.4.5. Soient U un ouvert de R” et fi: U > R, i = 1,..,m 


fonctions de classe CF. Si f est une submersion (sa matrice jacobienne 
est de rang m) alors l’ensemble 


V = {x E€ R” Etre) = 0 pour i = 1,... m} 


est une sous-variété de R” de dimension n— m. En particulier, une 
ellipse d’équation 
2 2 
x 
He = À 
a b 


est une sous-variété de R° de dimension 1, puisque sa matrice jacobienne 
2xæ/a? 2y/b? 0 
0 0 1 
est de rang 2 (un déterminant d’un mineur 2 x 2 est non nul). 
Exemple 4.4.6. Le cône de sommet O et d’axe Oz, d’équation 


= x +y 


n’est pas une sous-variété de RÌ car 0 est une singularité, mais le cône 
privé de 0 est une sous-variété de R°. 


Exemple 4.4.7. Soient U =| — S 


passage en coordonnées sphériques sur la sphère à valeurs dans RÌ 


x]0, 27| un ouvert de R? et f le 
[x] 


(8, p) — (x = cos 0 cos y, y = cos sin, z = sin 0) 


f(U) est une immersion injective dont l'inverse est continue. Par consé- 
quent, f(U) est une sous-variété de R° de dimension 2. 
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4.5 Théorie de Morse 


Soient M une variété différentiable compacte de dimension n et f une 
fonction C% définie sur M et à valeurs dans R”. On rappelle que les 
points critiques de f sont les points où la différentielle de f s’annule. 
En chaque point, on définit le hessien de f comme le déterminant de 
la matrice hessienne de ses dérivées secondes H;,(f) = 8? f/Ox;0x;. Le 
point critique x est dit non dégénéré lorsque le hessien correspondant 
est une forme quadratique non dégénérée. L'indice de x est défini comme 
la dimension du plus grand sous-espace défini négatif, c’est-à-dire le 
nombre de —1 qui apparaissent dans la réduction de la forme quadratique 
associée à H. La théorie de Morse a pour objet l’étude de la topologie 
de la variété M à partir de celle de ses points critiques. 


Définition 4.5.1. On appelle fonction de Morse une fonction dont tous 
les points critiques sont non dégénérés et dont les valeurs sont distinctes. 


Lemme 4.5.2 (de Morse). Soit f une fonction C® définie sur une 
variété différentielle de dimension n et à valeurs dans R” et soient m 
un point critique de la fonction f. Alors il existe un voisinge ouvert U 
de m et un système de coordonnées locales (x1,..., £n) sur U tels que 
Life) = 0 pour tout i = 1,...,n et 


f(a) = f(m) + ZHess(f, m) (2) 


Une autre formulation est la suivante. Elle affirme que localement f 
est décrit par un polynôme quadratique. 


Lemme 4.5.3 (de Morse). Soit f une fonction C® définie sur une 
variété différentielle de dimension n et à valeurs dans R” et soient m un 
point critique de la fonction f et p son indice. Alors il existe un voisinge 
ouvert U de m et un système de coordonnées locales (z1, ..., £n) sur U 
tels que xi(m) = 0,Vi et f a pour expression 


f(x) = f(m) — 2? —... r? i Taji Fe Hr? 
Théorème 4.5.4 (de Sard). Soient M et N deux variétés différentiables 
et f: M — N une fonction C®. Si f(M) est d'intérieur non vide, alors 
l’ensemble des valeurs régulières (non critiques) de f est dense dans 
J(M). 

Pour une fonction réelle, on a le résultat suivant qui montre que 
l’ensemble des valeurs critiques est petit, contrairement à l’ensemble 
des points critiques qui peut être gros. Par exemple, lorsque f est la 
fonction constante, tous les points de son domaine de définition sont des 
points critiques. 
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Théorème 4.5.5 (de Sard). Soit f une fonction définie sur un ouvert 
U de R” à valeurs dans R”, et de classe C”. Si r > max(0,n — m), 
alors l’ensemble des valeurs critiques de f est négligeable pour la mesure 
de Lebesgue (par conséquent, l’ensemble des valeurs régulières est dense 
dans R”). 


Le théorème suivant est une conséquence du théorème de Sard. 


Théorème 4.5.6. Pour toute variété C®, il existe une fonction de 
Morse. 


4.6  Fibrés tangents 


Il est souvent nécessaire de considérer simultanément tous les vecteurs 
tangents à une variété. Par exemple, sur une sphère, l’espace tangent au 
point x de la sphère est un plan qui épouse le plus parfaitement possible 
la surface de la sphère. Il est local et son orientation dépend du point de 
tangence x. L'ensemble de tous les vecteurs tangents en tous les points 
d’une variété constitue son fibré tangent. Pour la sphère, c’est donc 
l’ensemble de tous les plans tangents. 


Définition 4.6.1. Soit M une sous-variété de R” de classe C1. Un 
vecteur v de R” est tangent à M en x, s’il existe un intervalle ouvert T 
contenant 0 et une courbe c : I — R” de classe C! à valeurs dans M 
telle que c(0) = x et d (0) = v. L'ensemble des vecteurs tangents à M 


en x est noté TyM. 


Soit M une variété différentiable, le fibré tangent TM de M est la 
somme disjointe de tous les espaces tangents en tous les points de la 
variété. 


TM 


U TM = | {£} UTM 
xEM xEeM 


{(x,v): x E M,veT;M} 


Si M est une sous-variété C" de dimension d de R”, TM est l’ensemble 
des couples (x, v) € R” x R” formés d’un point x € M et d’un vecteur 
v tangent à M. Pour tout point x € M, il existe un ouvert U C R” et 
une submersion f : U — Rd de classe C*-1 telle que UN M = f-1(0). 
Comme les vecteurs orthogonaux à l'application tangente f'(x) sont tels 
que le produit scalaire est nul (f'(x), v) = f'(x)v = 0, on a 


TyM = {(x,v) EU x R” : f(x) = 0, f’(x)v = 0} 
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Par exemple, pour le cercle S1 = {(x,y) € R? : x? + y? = 1}, le fibré 
tangent est la variété de dimension 1 


TM = {(x,y,u,v) E RÎ : x? + y =1, zu + yv = 0} 


Étudions le cas des espaces tangents à une sous-variété de R”. Les propo- 
sitions suivantes peuvent aussi être prises comme définition de l’espace 
tangent. La première proposition (définition par les fonctions implicites) 
indique que l’espace tangent est le noyau d’une différentielle. 


Proposition 4.6.2. Soit M une sous-variété C} de dimension d de 
R”. Si U est un voisinage ouvert de x dans R” et f : U — Rd une 
submersion de classe CF telle que f(x) = 0 et UN M = f-{(0), alors 
l’espace tangent est le noyau de la différentielle de f en x, 


TaM = ker dfz 


Démonstration. Soit c(t) une courbe de M telle que c(0) = 0. Pour t 
suffisamment petit, f o c(t) = 0. En dérivant, on voit que df;(c(0)) = 
0 et par conséquent TyM C ker dfr. Comme df,; est une application 
surjective, les dimensions sont égales dim TyM = ker dfr = d. Ce qui 
conduit au résultat final TyM = ker dfr. 


Proposition 4.6.3. Soit M une sous-variété C} de dimension d de 
R”. Si U est un voisinage ouvert de x dans R”, V un voisinage ouvert 
de 0 dans R? et f : V —> R” une application telle que f(0) = 0 un 
paramétrage local de UN M en x, alors l’espace tangent est l’image de 
la différentielle en 0. 

T,M = Im dfo 


Démonstration. Partant de la définition d’un vecteur tangent v € Rf, 
f o c(t) est une courbe sur f(V) = U N M telle que f o c(0) = 0 et 
(f o cy (0) = dfz(v). Le sous-espace Im dfo est donc inclus dans le fibré 
tangent. De plus, comme la différentielle dfy est injective, les dimensions 
sont égales dim 7,M = dim Im dfo = d. D'où le résulat final TyM = 
Im dfo. 


4.7 Champs de vecteurs 
Définition 4.7.1. Soit M une variété différentiable. Un champ de 
vecteurs sur M est une section du fibré tangent de M. 


Autrement dit, un champ de vecteurs X est une application qui à tout 
point x de M associe un vecteur X(x) dans l’espace tangent TyM qui 
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dépend différentiablement de x. Un champ de vecteurs est lisse (on dit 
aussi différentiable, sans préciser indéfiniment différentiable) si l’appli- 
cation qui le définit est C®. En considérant la relation d'équivalence 
pour deux fonctions f et g, fRg si et seulement si il existe un ouvert 
U contenant x sur lequel les restrictions de f et de g à U coïncident 
flu = glu, on introduit la notion de germe de fonction. 


Définition 4.7.2. Un germe de fonction différentiable f en x est la 
classe d'équivalence des fonctions différentiables coïncidant sur un voi- 
sinage ouvert de x. On note Oz l’ensemble des germes de fonctions en 
de 


Définition 4.7.3. Soit À un anneau commutatif unitaire, une dérivation 
ô est une application linéaire de À dans R qui est R-linéaire 


Va,bER,Vf,g € A, ô(af + bg) = aô(f) + bô(g) 
et qui vérifie la propriété 


(fg) = fô(g) + 6(f)g 


Comme l’espace des germes ©, est un anneau commutatif unitaire, 
la notion de dérivation s'applique aux germes de fonctions. L'espace 
tangent TyM à une variété M en x est l’espace des dérivations en ce 
point. Un champ de vecteurs différentiable X définit donc une dérivation, 
autrement dit, pour tout f,g € M 


X(fg) = FX (9) + X(F)g 


Si M est une variété de dimension n, son fibré tangent est un espace vec- 
toriel réel de même dimension. Par conséquent, dans une carte locale, 
les champs de vecteurs s'expriment comme les applications de compo- 
santes 0/0x;. L'ensemble des champs de vecteurs sur M est un module 
sur l’anneau C©(M). Un module sur un anneau est une structure qui 
généralise la notion d’espace vectoriel sur un corps et qui a les mêmes 
propriétés, si l’on remplace le corps par l’anneau. Si U est un ouvert de 
R”, toutes les dérivations de C% (U, R) s'expriment comme combinaisons 
linéaires 
ô = 5 TEA 
a á Oxi 
où les a;(x) sont des fonctions de C% (U, R). Le produit de deux champs 


de vecteurs défini par (XY )(f) = X(Y f) n’est pas un champ différen- 
tiable car la propriété de dérivation n’est pas vérifiée. 
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Proposition 4.7.4. Soient A,B deux champs de vecteurs sur une 
variété différentiable M. L'application de C®(U, R) dans C(U,R) dé- 
finie par 

f> [A, B]f = A(B.f) - B(A.f) 
est une dérivation. Il existe donc un champ de vecteurs noté |A, B], 
appelé le crochet de Lie. 
Proposition 4.7.5. En coordonnées locales, le crochet de Lie |A, B] = 


AB — BA a pour expression 


2708-06 ðA; ð 
|A, p D > Ai Oxi orj 2i Ox; OT; 


0 


En physique, on utilise souvent les notations tensorielles (indice haut 
pour les coordonnées covariantes) et la sommation implicite sur les 
indices répétés en haut et en bas. Ainsi l’expression précédente s'écrit 


[A, B] = (4'6,B — B',AŸ)9; 


Définition 4.7.6. Soient M une variété, U un ouvert de M, I un inter- 
valle de R et dif (M) l’ensemble des difféomorphismes sur M. On appelle 
groupe local à un paramètre de difféomorphismes tout difféomorphisme 
pi(t,æ) + (t,x) de I x U dans M, tel que l'application t + y, est un 
homomorphisme de groupes, c’est-à-dire vérifiant 


=ī 
Po = lm, PLO Ps — Pts: P-t — (pi) 
où 1m désigne la fonction indicatrice sur M (1m(x)=1sixzEeM et0 
sinon). 
À tout champ de vecteurs X est associée une équation différentielle 
du premier ordre 
dx(t 
D 2 Xele), 20) = 20 


et réciproquement. Le groupe local à un paramètre y(t, x) est un difféo- 
morphisme entre voisinages de M qui vérifie l'équation 


ME) L lgl), pole) = 


Tout champ de vecteurs engendre un groupe local à un paramètre pour 
I = {t E€ R, |t| < €} dans un voisinage zo de M. La courbe différentiable 
Yrlt) = p(x) est appelée courbe intégrale passant par x. Lorsque cette 
courbe est définie sur R x M, c’est-à-dire paramétrée de —oœ0 à +o le 
groupe est dit global. Un champ de vecteurs tangents n’engendre pas 
nécessairement un groupe global à un paramètre. 
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Définition 4.7.7. Un champ de vecteurs est complet s’il engendre un 
groupe global à un paramètre de difféomorphismes. 


S’il existe, ce groupe est unique. En mécanique, la plupart des champs 
de vecteurs hamiltoniens ne sont pas complets. 


Exemple 4.7.8. Le champ de vecteurs 


o 
X=2— 
ox 
n’est pas complet. En effet, l’équation différentielle associée est 
dx(t) 
ee r’, æx(0)=x0 #0 
qui admet comme solution la courbe intégrale 
TO 
x(t) = 
(6) 1 — tzo 


L'application p, : tr r n’est pas définie en t = 1/x0. Par consé- 
quent, le groupe n’est pas global. Le champ de vecteurs n’est pas complet. 


Exemple 4.7.9. Le champ de vecteurs 


fô) o 


associé à l'équation différentielle (ou le point désigne la dérivée en 
temps) 

t = -y 

Y =X 


admet comme courbes intégrales 
x(t) = xocos(t) — yosin(t) 
y(t) = xosin(t) + yocos(t) 


Le champ est complet, car les courbes intégrales sont définies à tout 
instant. Ce sont des cercles concentriques et le groupe à un paramètre 
est le groupe des rotations planes d’angle t. 


Définition 4.7.10. Soit f un difféormorphisme C% entre deux variétés 
M et N de même dimension. Le transformé du champ de vecteurs À par 
f est le champ de vecteurs B défini sur N par B : C(N) > CR(N) 


he B(h) = A(f*h)o f != A(ho f)of ! 
où f* désigne l’image réciproque. Ce champ est noté 


B(h) = (df A)(h) 
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Proposition 4.7.11. Pour deux champs de vecteurs À et B différen- 
tiables sur M, on a 


df[A, B] = [df A, df B] 
Démonstration. Pour toute fonction h € C% (M), 


(df[A, BD(h) = [A B(f*h) o FT 
= A(B(f'h))o f -B(A(F'h))o f 


= A(B(hof)of lof)of !-B(A(hof)of lofjof”! 


= A(dfB(h)o f)o 2i B(df A(h) o f) o f7 


= A(f*dfB(h))o B(f*df A(h)) o f7} 
= dfA(dfB(h)) — o )) 
= [dfA, dfB](h) 


Définition 4.7.12. On appelle champ de repères un champ de vecteurs 
linéairement indépendants. 


Théorème 4.7.13 (Redressement d’un champ de repères). Soient M 
une variété de dimension n, Xı,..., Xp des champs de vecteurs sur M 
linéairement indépendants en un point xo de M. Les conditions suivantes 
sont équivalentes : 


1. Les crochets de Lie [X;,X;] = 0 sont tous nuls, pour tous les 
indices i, j = 1,...,p. 
2. Il existe une carte (U, p) centrée en xo telle que p,(Xilu) = 0/0x:. 


Ce résultat se généralise à une variété différentiable. 


Théorème 4.7.14 (Redressement d’un champ de vecteurs). Soient M 
une variété de dimension n de classe C! (k > 0 ou infini), U un ouvert 
de R” et X un champ de vecteurs contenant un point xo € M. Si X (xo) 
est un vecteur non nul, il existe une carte locale (U, p) dont l’image par 
p est un ouvert V = Y(U) de M contenant xo et telle que l’image du 
champ de vecteur X par y est telle que w,(X) = 0/0x1. 


4.8  Dérivée de Lie d’un champ de vecteurs 


Comme on ne peut définir la notion de dérivée sur une variété comme 
on le fait sur des espaces euclidiens, on introduit une dérivation le long 
des orbites des groupes à un paramètre. Cette notion est la dérivée de 
Lie. Elle s’applique aussi bien à une fonction, à un champ de vecteurs, 
à un champ de tenseurs ou à une forme différentielle. 
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Définition 4.8.1. Soit f une fonction différentiable sur M. La dérivée 
de Lie de f dans la direction du champ de vecteurs X de groupe local à 
un paramètre y, au point x, est la dérivée directionnelle 


mfe) = 0) 


—0 t 


Lxf=Xf=]l 
En coordonnées locales, | 
Lxf = X',f 


La dérivée de Lie s'écrit aussi sous la forme compacte 


d 
Lxf = qrt =o 


Définition 4.8.2. La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs Y dans la 
direction de X au point xo est 


LxY = L rY lo = lim (der Y pizo = Ya) 
Proposition 4.8.3. La dérivée de Lie d’un champ de vecteurs À dans 
la direction de X est égale au crochet de Lie 
LxY =[|X,Y] 
La dérivée de Lie est le vecteur de composantes 


(ORY ISSA Oxi Oxi 


Soit | | | | 
LxY = [X,Y] = (X1 0;Y’ — Y1 0; X’)ð; 
Elle vérifie les propriétés élémentaires suivantes. 
1. La dérivée de Lie est linéaire. Pour tout champ de vecteurs X, Y, Z 
et pour tout réel a,b € R 
Lx+yZ = LxZ+LyZ, Lax (bY) = abLx(Y) 
Lx(Y +Z) LxY + LxZ 


soit 
[X,Y + Z] = [X,Y] + [X, Z] 


2. La dérivée de Lie est anticommutative 
LxY = -LyX 


soit 
[X,Y] = -[Y, X] 
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3. La dérivée de Lie vérifie l’identité de Jacobi 
Lixy]Z = LxLyZ — LyLxZ 


autrement dit, le crochet vérifie l'équation (permutations circu- 
laires) 
[X [Y, Z]] + [Z [X, Y]] + [Y [Z, X] = 0 
4. Pour toute fonction h € C®(M) 
LxY =RLxY —YhX 


soit 
[AX,Y]=hIX,Y|-YAX 


5. La dérivée de Lie vérifie la règle de Leibniz 
Lx(RY) = XRY + hLxY 


soit 
[X, hY] = XhY + R[X, Y] 


4.9  Feuilletages 


Une variété feuilletée ou munie d’un feuilletage de dimension p est une 
variété qui se décompose en sous-variétés de même dimension, appelées 
feuilles qui sont localement identiques à R” x RP. 


Définition 4.9.1. Un atlas de cartes feuilletées C* sur une variété M 
de dimension n est un atlas de cartes de classe C* tel que : 


1. Pour toute carte (U, 6), la feuille locale y(U) = V xT se décompose 
en un ouvert V de R? et un ouvert T de R™?. 


2. Pour toutes les cartes (U;,;), yi : Ui — R”, les changements de 
cartes préservent cette décomposition. Autrement dit, les change- 
ments de cartes @;; = Per" : U; NU; — R” sont de la forme 


Pij(£, y) = CAOR 162) 
où pila) : R”? > R”? et pijl, y) : R” > R”. 


Définition 4.9.2. Un feuilletage F (foliation en anglais) de dimension p 
et de codimension n — p dans une variété M de dimension n est un atlas 
de cartes feuilletées C% maximal de M. Une variété feuilletée est une 
variété munie d’un feuilletage. Une feuille Fy du feuilletage F passant 
par un point x € M est la composante connexe de x (pour la topologie 
induite par la topologie des feuilles). 
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Exemple 4.9.3. Soit f : M"TP — NP une submersion entre variétés. 
Les composantes connexes des fibres de la submersion définissent un 
feuilletage de codimension p. 


Exemple 4.9.4. Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe de G. 
Les cosets de H définissent un feuillletage de G. 


Exemple 4.9.5. Si X est un champ de vecteurs ne s’annulant pas sur 
une variété M de classe C1}. Alors le théorème de redressement montre 
que M admet un feuilletage de classe C* dont les feuilles sont les courbes 
intégrales de X. 


Proposition 4.9.6. Soient f : M — N un C*-difféormorphisme entre 
deux variétés de classe C* et F un feuilletage de N, alors le tiré en 
arrière f*F est un feuilletage de M. 


Définition 4.9.7. Un sous-fibré E C TM du fibré tangent TM est 
intégrable (ou involutif) si pour tout champ de vecteurs X et Y prenant 
leurs valeurs dans Æ, le crochet de Lie [X,Y] prend aussi ses valeurs 
dans E. 


Voici une autre définition d’un feuilletage, équivalente à la précédente. 


Définition 4.9.8. Un feuilletage F de dimension p de classe C” d’une 
variété M de dimension n est la décomposition de M en une union 
de sous-variétés disjointes connexes (L;);ey appelées feuilles vérifiant 
la propriété suivante : tout point de M possède un voisinage U et un 
système de coordonnées locales U — R” x = (z£1,..., £n) pour chaque 
feuille Lj, la composante U N Lj est décrite par les équations où les 
coordonnées æP+l = cte, …, £” = cte sont constantes. 


Il découle de cette définition que tout feuilletage F de M définit un 
sous-fibré intégrable puisque si x est un point de M et L C M est une 
feuille du feuilletage passant par x, alors le plan tangent Ty L en x à L est 
intégrable. L’inverse est aussi vrai et constitue le théorème de Frobenius, 
qui dit qu’un sous-fibré E est intégrable si et seulement si Æ provient 
d’un feuilletage régulier E = TF. On voit ainsi que ce théorème relie la 
notion d’intégrabilité à la notion de feuilletage. 


Théorème 4.9.9 (de Frobenius). Un sous-fibré E C TM du fibré tan- 
gent d’une variété lisse M est tangent aux feuilles Lj d’un feuilletage F 
lisse E — TL; si et seulement si pour tous les champs de vecteurs X et 
Y sur M tangents à E, le crochet de Lie [X, Y] est tangent à E (i.e. E 
est intégrable). 


Si X est un champ de vecteurs qui ne s’annule pas, X définit un sous- 
fibré de dimension 1 du fibré tangent TM. Ce champ est aussi défini par 
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un ensemble de courbes intégrables u : I — R qui vérifient le système 
d'équations différentielles du premier ordre 


UE) = Xua 


Dans ce cas, les courbes intégrables définissent un feuilletage régulier. 
Par conséquent, tout sous-fibré de dimension 1 est intégrable. Dans le 
cas de la codimension 1, il existe une forme différentielle œ € Qt telle que 
E = ker(a). Le fibré est intégrable au sens de Frobenius si et seulement 
si à À da = 0 partout. Il résulte de ces remarques que le théorème de 
Frobenius donne des conditions d’intégrabilité des systèmes différentiels. 


4.10 Degré d’une application 


Le degré d’une application se définit de différentes manières selon 
les contextes. En analyse réelle ou complexe, le degré d’une application 
mesure le nombre algébrique d’enroulement d’une courbe autour d’un 
point, ce que généralise la notion de degré topologique d’une applica- 
tion. En géométrie différentielle, soit f : M — N une application entre 
deux variétés orientables sans bord de même dimension telles que M est 
compacte et N est connexe. La préimage de f en une valeur régulière 
y est un ensemble de points fTt(y) = {x1,...,x,} au voisinage desquels 
f est un difféomorphisme local. Le signe de D,,f en chaque point x; 
vaut +1 selon que f préserve l'orientation ou non. Le degré de f est 
alors le nombre de points x; préservant l'orientation diminué du nombre 
de points inversant l'orientation. Si Q C R” est un domaine borné et 
f: Q — R” une fonction lisse, y une valeur régulière de f qui n’appar- 
tient à l’image du bord f(0Q), alors le degré de f est 


deg(f,y)= Š sgndet(Df(x)) 
ze f y). 


où Df est la matrice jacobienne de f. L'identité a pour degré 1. Si f 
est un revêtement, alors le degré de f est le nombre de feuillets. On 
démontre que si deux applications sont homotopes, elles ont le même 
degré. En topologie algébrique, on généralise le degré de la géométrie 
différentielle par le théorème d’excision. Soient M et N deux variétés 
compactes orientées et de même dimension n, dont les classes d’orienta- 
tion respectives sont notées [M] et [N]. Si la variété N est connexe, la 
classe [N] est un générateur du groupe H,(N, ON). Soit f une applica- 
tion continue de M dans N qui préserve le bord. L'application induite 
en homologie associe à la classe [M] un élément &[N]. Le nombre k est 
appelé le degré de f. 
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4.11 Exercices 


Exercice 4.1. Montrer qu’il n’existe pas d'immersion de la sphère S” 
dans R”. 


Solution 4.1. Soit f : S” — R” une immersion. D’après le théorème 
des fonctions implicites f est ouverte. Mais f est une application conti- 
nue d’un espace compact dans un espace séparé, elle est donc fermée. 
Par conséquent, son image est R” tout entier. Mais l’image d’un com- 
pact (S”) par une application continue est compacte, mais R” ne l’est 
pas. Il y a donc contradiction. 


Exercice 4.2. Soient a > 0, et f : R? — R l'application 


f(æ,y) = y — (z — a)? (2 — (z — a)°) 


On considère l’ensemble 
X = {(x,y) E R? : f(x,y) = 0} 


Cet ensemble est-il une variété ? 


Solution 4.2. L'étude des dérivées partielles 


montre que les points critiques sont (a,0),(a — 1,0) et (a + 1,0). La 
fonction f est donc une submersion au voisinage de tout point différent 
de ces trois points. Comme seul le point (a, 0) € X, on en déduit que 
X est une variété de dimension 2 — 1 = 1 au voisinage de tout point 
différent de (a, 0). 


Exercice 4.3. On considère l'application f : R? — RS définie par 
FEDVE N e Voxy, V2xz, Voyz) 


et la sous-variété M = f (R? — {0}) de RË. Montrer que M N 9 est une 
sous-variété de S° difféomorphe au plan projectif P?(R). Cette variété 
est appelée surface de Veronese. 


Solution 4.3. Comme 
IF(, 2, 217 = (7 + + 2) 
ona f7TI(M N 93) = S?. Soit i: 9? — R? — {0} l'injection canonique. 


Comme les applications f et i sont des immersions, et que S5 C RÊ, la 
composée f oi: 9? — R° est aussi une immersion. La restriction de f à 


Exercices 107 


S? est une immersion de S? dans 9% et comme f oi est une immersion 
de S? dans RÊ et que S3 c RS, l’application h = foi: S? — S% est 
aussi une immersion. De plus, h est une immersion propre, car S? est 
compact. Comme ses fibres non vides h-!(h(x)) sont de cardinal égal à 
2 (constant et fini), son image h(S?) = M N SŽ est une sous-variété de 
S5. 

Notons de plus que h(x, y, z) = h(—x,—y,—z) et considérons la rela- 
tion d'équivalence (x, y, z)R(—x, —y, — z). L'application h induit une ap- 
plication A définie sur le quotient S2/R = P?(R) obtenu en identifiant 
les points diamétralement opposés et à valeurs dans 9%. L'application 
h: P?(R) — SŽ est une immersion injective propre et par conséquent 
un plongement. On en conclut que M N 9? est difféomorphe au plan 
projectif. 

Exercice 4.4. Montrer que le champ de vecteurs lisse sur RÌ, zô, +yô, 
engendre un groupe à un paramètre de difféormorphismes. Ce champ 
est-il complet ? 


Solution 4.4. Le champ de vecteurs correspond au système d'équations 
différentielles 


avec pour conditions initiales zo = æ(0) et yo = y(0). Ce système admet 
pour solution z(t) = zoet et y(t) = yoe. Le groupe à un paramètre est 
formé des difféomorphismes 


pute, y) = (£(t), y(t)) = e (z0, vo) 


ce qui définit bien un groupe à un paramètre puisque wo(x, y) = (xo, Yo), 


Ps 0 pil, y) = ETS (£0, Yo) = peur, 9) 
et 
pr (x, y) = e™ (£o, yo) 


Le champ est complet car toute courbe intégrale est définie en tout point 
t réel. Le groupe à un paramètre est donc global. 


Exercice 4.5. Sur R?, exprimer les champs de vecteurs unitaires (u, v) 


en coordonnées polaires et calculer leur crochet [u, v]. 


u = cos00,: + sin 00, 
= —sin00, + cos00, 
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Solution 4.5. Le crochet se calcule ainsi 


[u,v] = uv — vu = (cos 00,(— sin 0) + sin 40, (— sin 0) 
+ sin 00, (cos 0) — cos 00, (cos 0))üz 

+(cos 00,(cos 0) + sin 00, (cos 0) 

+ sin 00, (sin 0) — cos 00, (sin 0))d, 


Or 
en y LT. 
Or (sin 0) = óx (=) DE sin 0 
d’où t à A 
mie sin ə, cos de . 
r r r 


Exercice 4.6. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur une variété 
différentiable et f une fonction lisse sur M. Montrer que 


[X,Y] = f[X,Y] -Y fX 
Solution 4.6. Soit h une fonction lisse, on a 


JX, TA 


ÍX(Yh)- Y(fXh) 
ÍX(Yh) — FY (Xh) — (Y F)\(Xh) 
FIX, Ylh=YfXR 


5 
Espaces fibrés 


Les fibrés sont comme leur nom l'indique des espaces formés d’un 
ensemble F de fibres au-dessus d’un espace de base B. Ils se comportent 
localement comme si on pouvait les assimiler sur un petit voisinage U 
au produit cartésien U x F. 


5.1 Fibrés 


Définition 5.1.1. Un fibré (localement trivial) est une structure 
(E,B,p, F) où E,B et F sont des espaces topologiques et p : E — B 
une application continue surjective vérifiant la condition de trivialisation 
locale suivante : 

Pour tout point b € B, il existe un voisinage ouvert U de b et un homéo- 
morphisme @ : p7™t(U) — U x F tels que Toy = p où 7 est la projection 
de U x F sur U. Autrement dit tel que le diagramme suivant commute 


p{U)—UxF 
e| e 
U 


On dit que E est l’espace total, B la base, p la projection ou la fibration 
(localement triviale), p!(b) la fibre au-dessus de b € B. 


Le fibré est souvent désigné simplement par l’espace total E, par la 
projection p ou encore plus explicitement par p : E — B que l’on note 
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aussi p( E, B), ou encore par le triplet n = (E, p, B). Par analogie avec les 
suites exactes courtes, le fibré se note parfois F — E £, B. Lorsque E est 
le produit E = B x F et p la projection du premier facteur p : (x,y) — x, 
E est un fibré de fibre F au-dessus de l’espace de base B qui n’est pas 
seulement local mais global, on dit que le fibré est trivial. La condition 
de trivialité locale signifie que si l’on se restreint à un petit voisinage U, 
le fibré ressemble à un produit cartésien U x F. 


Exemple 5.1.2. Tout fibré sur un CW-complexe contractile est trivial. 


Exemple 5.1.3. Au-dessus du cercle B = St, il est possible de 
construire deux fibrés. 1) Un fibré trivial qui est le cyclindre 


E = S! x Al 


où la fibre F est l'intervalle |—1,1], p la projection du premier facteur. 
2) Un fibré non trivial qui est la bande de Möbius 


E =R x [0,1]/~ 


obtenue en identifiant les points (x,0) et (—x,1), dont la fibre est l’espace 
[0,1]. Soit b = e?T4 un point de St et U = S1\{—b} un voisinage ouvert 
de b. On note 7 la projection de R x [0,1] sur E. La restriction de 7x à 
la bande V =]a — 1/2, a + 1/2|x[0,1] est un homéomorphisme de V sur 
n(V) = p !(U). La fibre p_!(b) est une courbe « parallèle » au cercle sur 
la bande de Môbius. La torsion n’est visible que globalement. Localement, 
le cyclindre et la bande de Möbius sont identiques. L'application ọ : 
n(u,v) — (e%7 v) et l’ouvert U définissent une carte (U, p) du fibré 
p(E, B). Il est aussi possible de définir la bande de Möbius comme une 
surface M paramétrée de R*, 


x = (R + tcos 8) cos 28, y = (R + tcos 0) sin 20, z = tsin 8 


pour —r <t <r, 0 € R avecr et R fixés 0 <r < R. L'application 
p: M >C qui envoie le point (t,0) € M sur le point (R cos 20, R sin 20) 
du cercle C d’équation x? +y? = R? est une fibration localement triviale 
de fibre |] — r,r]. 


Exemple 5.1.4. Un revêtement est un fibré à fibres discrètes. Dans 
le revêtement du cercle par une hélice, la fibre p=!(b) est en b = e?iTa 
l’ensemble des points a + 2ikn, k € Z. 


Exemple 5.1.5. Soient G un groupe topologique et H un sous-groupe 
fermé de G. L'espace quotient G/H et l'application p : G — G/H défi- 
nissent un fibré de fibre H si et seulement si p admet une section locale 
(voir ci-dessous), ce qui est toujours le cas lorsque G est un groupe de 
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Lie. L'exemple le plus célèbre est la fibration de Hopf de S? dans 9°. 
Nous reviendrons sur cet exemple. 


Exemple 5.1.6. Soient M et N deux variétés différentiables. Si M 
et N sont compactes, connexes et p : M — N est une submersion, 
alors il existe une fibre F difféormophe à chacune des fibres telle que 
(M,N,p,F) est un fibré. On peut se dispenser de la compacité si p est 
une application surjective propre (la réciproque pK) de tout compact 


K est compacte). 


Exemple 5.1.7. Si les fibres sont des espaces vectoriels, alors le fibré 
est appelé fibré vectoriel. Les fibrés tangents et cotangents sont deux 
exemples importants de fibrés vectoriels d’une variété lisse (C®° diffé- 
rentiable). À partir d’un fibré vectoriel E, il est possible de construire le 
fibré des repères (frame bundle en anglais) F(E) en considérant l’action 
du groupe linéaire GL(V) sur les fibres V. Le fibré des repères est un 
fibré principal (voir ci-dessous). Une fibre Fy du fibré des repères est 
l’ensemble de tous les repères au-dessus d’un point x. Le groupe liné- 
aire GL(n,R) des matrices inversibles agit naturellement sur F(E) via 
le changement de base. Le fibré des repères joue un rôle important en 
physique mathématique. 


Exemple 5.1.8. Un fibré principal est un fibré différentiable pour lequel 
on considère l’action libre et transitive d’un groupe G sur les fibres. Un 
fibré pour lequel les fibres sont des groupes de Lie est un fibré principal. 


Exemple 5.1.9. Une fibration est un cas particulier de feuilletage. Soit 
p: E — B une fibration de classe C* au-dessus d’une variété B de 
dimension n et de fibre F une variété de dimension p de classe CF. 
Pour toute carte locale (U,p) de B, pour toute carte locale (V,#) de 
F et pour toute trivialisation locale 0 : p}(U) — U x F, on considère 
l'application de 07 !(U xV) dans l’ouvert @(U) x Y(V) de R” xR? définie 
par 
TH (p x p) o O(x) 


L’ensemble de ces applications définit un atlas de cartes feuilletées sur 
E. Par conséquent, la fibration p définit un feuilletage de dimension p 
sur E. Si l’espace des fibres F est connexe, les feuilles de ce feuilletage 
sont les fibres p_!({b}), bE B. 


Théorème 5.1.10. Soit (E, B,p, F) un fibré localement trivial. On a 
les propriétés suivantes : 


1. Chaque fibre est isomorphe à F. 


2. La projection p est ouverte. 


112 Espaces fibrés 


3. La base B est l’espace quotient de E par la relation d'équivalence 
dont les classes sont les fibres de (E, B,p, F). 


Définition 5.1.11. Soit n = (E, B,p, F) un fibré localement trivial. 
Une section (globale) de ņ est une application continue s : B > E telle 
que po s est l’application identique de B. 


Remarque 5.1.12. La notion de section généralise la notion de graphe 
d’une fonction lorsque E n’est pas un produit cartésien. Si f : X — Y est 
une fonction, le graphe de f est l’ensemble des couples (x, f(x)) € E = 
X x Y. Considérons la fonction s : X — E qui à x associe (x, f(x)). La 
première projection m : E — X telle que (x, y) = x vérifie r(s(x)) = x, 
qui est précisément la définition d’une section. Cette expression indique 
que la section au point x doit être située dans la fibre contenant x. 


Exemple 5.1.13. Nous verrons plus tard que les champs de vecteurs 
sur un espace vectoriel sont les sections lisses de son fibré tangent. Une 
1-forme sur une variété différentiable est une section de son fibré cotan- 
gent. 


En général, les fibrés n’ont pas de section globale. On introduit la 
notion de section locale. 


Définition 5.1.14. Soient 7 = (E, B, p, F) un fibré (localement trivial) 
et U un ouvert de B. Une section locale de ņ est une application continue 
s: U — E telle que pos est l’application identique de U. 


Une section est donc toujours injective et un homéomorphisme de U 
sur s(U). La notion de faisceau sera définie un peu plus tard. 


Théorème 5.1.15. Soit n = (E,B,p,F) un fibré (localement trivial). 
Si (U, p) est une trivialisation locale de E, où @:p HU) > U x F 
est un homéomorphisme, alors il existe toujours des sections locales sur 
U en correspondance bijective avec les applications continues de U dans 
F. Les sections locales forment un faisceau sur B appelé le faisceau des 
sections de FE. 


Définition 5.1.16. Soient n = (E,B,p,F) et n = (E', B',p', F") deux 
fibrés. Un homomorphisme de 7 sur 7’ est un couple d'applications (f, g) 
avec g : E — F' et f : B — B' telles que f o p = p'o g. 


Définition 5.1.17. Soient p : E — B une fibration (localement triviale) 
et f : A —> B une application de A dans B. La fibration f*(E) — B est 
limage réciproque de p par f où f*(E) est le produit fibré de A et E 
au-dessus de B 


F(E) =A x E= {(£,y) € AXE: f(x) = ply)} 
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La fibre de f*(E) au-dessus de x € A s’identifie à celle de Æ au-dessus 
de f(x). 


Cette définition suppose l’existence d’un tel objet. Elle repose sur un 
théorème montrant qu’étant donné un fibré n! = (E', B',p') de fibre F 
et f une application de B’ dans B, il existe alors un fibré tiré en arrière 
(pullback) n = (E,B,p) de fibre F et un homomorphisme de n sur y 
tels que n = f*(n/). 

Ces notions servent à définir ce qu'est une variété parallélisable, c’est- 
à-dire une variété munie d’un champ de repères. 


Définition 5.1.18. Une variété différentielle M de dimension n est 
parallélisable si son fibré tangent est trivial, c’est-à-dire isomorphe, en 
tant que fibré vectoriel, à M x E où E est un espace vectoriel de dimen- 
sion n. 


Cette définition équivaut à dire qu'il existe sur M un champ de 
vecteurs lisses (X4, ..., Xn) linéairement indépendants, c’est-à-dire tels 
qu’en chaque point x de l’espace tangent, (X1(x),.…., X,(x)) forme une 
base du fibré tangent TM. Autrement dit le fibré des repères a une 
section globale. 


Exemple 5.1.19. Le cercle S1, le tore T? sont des variétés paral- 
lélisables. Mais la sphère S? n’est pas parallélisable en raison du théo- 
rème de la boule chevelue, qui énonce qu'on ne peut peigner une sphère 
sans faire d’épi. On démontre que St, S? et ST sont les seules sphères 
parallélisables. Toute variété orientable de dimension 3 est parallélisable. 


5.2 Revêtements 


Pour définir proprement les fonctions puissance et racine d’une 
variable complexe, (2* = exp(alog(z))), ainsi que l'inverse de la fonc- 
tion exponentielle complexe, les mathématiciens ont introduit la notion 
de revêtement. Ainsi, au-dessus du cercle sur lequel se meut la fonc- 
tion exponentielle, il est possible de considérer un revêtement en forme 
d’hélice sur lequel on définira le logarithme. Pour la fonction racine, on 
considèrera la surface formée de deux feuillets, sur lesquels on a découpé 
le demi-axe Ox des valeurs positives. En recollant le bord sud du demi- 
axe de la feuille 1 avec le demi-axe du bord nord de la feuille 2 et le 
demi-axe du bord nord de la feuille 1 avec le demi-axe du bord sud de 
la feuille 2, on définit une surface sur laquelle il est possible de définir la 
racine carrée. 
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Définition 5.2.1. Un revêtement (covering map en anglais) est une 
fibration p : E — B dont les fibres sont des espaces discrets. 


En explicitant ce qu'est une fibration, on a la définition suivante : 


Définition 5.2.2. Soit B un espace topologique. Un revêtement de B 
est la donnée d’un espace topologique E et d’une application continue 
p: E — B vérifiant la propriété de trivialité locale : pour tout point 
b € B, il existe un voisinage ouvert U de b, un espace discret non vide 
F et un homéomorphisme 4 : p™t(U) — U x F tels que le diagramme 
suivant commute. 

p{U)—UxF 


1 


On dit que le revêtement est compact (resp. connexe, etc.) si l’espace 
total E est compact (resp. connexe, etc.). U est appelé un ouvert trivia- 
lisant. 


Définition 5.2.3. Une application continue p : E — B entre deux 
espaces topologiques est un revêtement si chaque point b € B possède 
un voisinage ouvert U tel que l’image réciproque p—!(U) est la réunion 
disjointe d’une collection d’ouverts (V;);er tels que la restriction de p à 
chaque V; est un homéomorphisme sur U. 


Remarque 5.2.4. (1) Pour comprendre cette définition, il faut inter- 
préter la fibre p_!(U) comme un empilement fini ou infini de feuillets ou 
de piles d’assiettes. (2) La projection p est surjective (chaque fibre est 
non vide) donc si E est compact, connexe, connexe par arcs, etc. il en 
est de même de B. (3) Si B est séparé, alors E est séparé. 


Exemple 5.2.5. Tout revêtement d’un intervalle compact de R est 
trivial. Plus généralement, tout revêtement d’un espace simplement 
connexe et localement connexe est trivial. 


Proposition 5.2.6. Soient p: Y — B un revêtement de B et f : X > 
B une application continue. On considère le produit fibré de X et de Y 
au-dessus de B 


FX) = {(z,y) € X x Y, f(x) = p{y)} 
Le tiré en arrière f*(p) : f*(X) — X du revêtement p est un revêtement. 


Définition 5.2.7. Soit p : E — B un revêtement de B. Si B est connexe, 
toutes les fibres de p sont homéomorphes entre elles et ont même cardinal 
m. On dit que p est un revêtement à m feuillets. 
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Exemple 5.2.8. La droite réelle R est un revêtement du cercle S} défini 
par l'application 


p:R —> St, p(t) = (cos(2rt),sin(2rt)) = e?” 
Les fibres sont infinies pi (p(x)) = x +Z. 


Exemple 5.2.9. L'application exponentielle du plan complexe 


z 


p:C—C*, p)=e 
définit un revêtement. Chaque fibre est infinie p-!(p(x)) = x + 2irZ. 


Exemple 5.2.10. Soit H C St le groupe des racines n-ièmes de l’unité. 
L'application p : St — S1/H est un revêtement. La fonction puissance 
du plan complexe 

q: S! > SE glz) = 2” 
induit un homéomorphisme h : S!/H — St. L'application q est un 
revêtement à n feuillets. 


Exemple 5.2.11. Le cylindre S! x [0,1] est un revêtement à deux 
feuillets de la bande de Möbius. La bande de Möbius est une variété 
topologique non orientable, mais son revêtement est orientable. Ceci est 
un cas particulier d’un résultat plus général. Toute variété connexe non 
orientable possède un revêtement connexe à deux feuillets orientable. 
C’est le cas notamment du plan projectif dont le revêtement est une 
sphère et de la bouteille de Klein dont le revêtement est le tore. 


Proposition 5.2.12. Soient p: E — B un revêtement d’un espace B 
connexe et localement connexe et C une composante connexe de E. Alors 
la restriction de p à C est un revêtement de B. 


Proposition 5.2.13. Soit p: E — B un revêtement de B, espace 
séparé. Si s : B — E est une section de p, alors l’image s(B) est une 
partie à la fois ouverte et fermée de E. 


Théorème 5.2.14. Soit p: E — B un revêtement de B localement 
connexe. On suppose que E est connexe. Pour que p soit un homéo- 
morphisme il faut et il suffit qu'il existe une section de p au-dessus de 
B. 


Théorème 5.2.15. Soient f : A — B une application continue, p : 
E — B un revêtement de B et soit le carré cartésien suivant 


ExXBA——=E£E 


»| b 


A B 
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Alors p' est un revêtement. Si p est une fibration de fibre F, alors p' est 
une fibration de même fibre. 


5.3 Automorphismes de revêtements 


Définition 5.3.1. Soient p : E — B et q: F — B deux revêtements de 
B. Un homomorphisme de revêtement f : E — F est une application 
continue telle que go f = p. Un isomorphisme du revêtement FE sur F est 
un homomorphisme pour lequel f est un homéomorphisme. Si les deux 
espaces coïncident Æ = F, on dit que f est un automorphisme. 

Le résultat principal est le suivant : 


Théorème 5.3.2. Soient B est un espace localement connexe par arcs 
etp: E — B un revêtement connexe. Le groupe Autg(E) des auto- 
morphismes de E opère proprement et librement sur E. 


Théorème 5.3.3. Soit G un groupe discret opérant proprement et libre- 
ment sur E localement compact. Alors p: E — E/G est un revêtement. 


Exemple 5.3.4. Revêtement de l’espace projectif. Le groupe Z2 opère 
librement et proprement sur la sphère S” par x — —x. L'application 
p: S” — PR) est donc un revêtement à deux feuillets. 


Corollaire 5.8.5. Soit H un sous-groupe discret d’un groupe topologique 
G séparé. La projection p : G — G/H est un revêtement. Le groupe des 
automorphismes du revêtement p est isomorphe à G. 


Exemple 5.3.6. 1. Le groupe des automorphismes du revêtement p : 
R — S! est isomorphe à Z. 


2. Le groupe des automorphismes du revêtement p : S! — St est 
isomorphe à Zn. 


5.4 Relèvements d’applications 


Définition 5.4.1. Soient p : E — B et h: A — B deux applications 
continues. Un relèvement de h est une application h : À > E telle que 
poh = h. Autrement dit, telle que le diagramme suivant commute 
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Exemple 5.4.2. Une section s : B — E de p est un relèvement de 
l’application identique sur B. 


Proposition 5.4.3. Soient p: E — B un revêtement (E est séparé) 
eth: A — B une application continue. Si A est connexe alors deux 
relèvements de h qui coincident en un point sont égaux. 


Proposition 5.4.4. Soit c: [0,1] — B un chemin de B d'origine b. Si 
x € E est au-dessus de b, alors il existe un unique relèvement © de c 
d'origine x. 

Théorème 5.4.5. Soient M et N deux variétés différentiables, p : M > 
B un revêtement de classe C, h: N — B une application de classe C*. 


Alors pour tout x € M, y E N tels que p(x) = h(y), il existe un et un 
seul relèvement h : N — M de classe CF tel que h(y) = x. 


5.5 Revêtements galoisiens 


Définition 5.5.1. Soit E un espace connexe. Un revêtement p : E > B 
est galoisien si le groupe des automorphismes Aute(B) opère transiti- 
vement sur chaque fibre de p_!(b) pour b € B. On dit aussi que p est 
un revêtement galoisien de groupe G = AutB. Ce groupe est appelé le 
groupe de Galois de p. 


Définition 5.5.2. Un revêtement universel est un revêtement dont 
l’espace total est simplement connexe. 


Un revêtement universel est un revêtement galoisien. 


Proposition 5.5.3. Si B est un espace connexe par arcs et locale- 
ment connexe par arcs, alors deux revêtements universels de B sont 
isomorphes. 


Théorème 5.5.4. Soient E un espace connexe et localement connexe 
par arcs, x € E, b € B. On note F la fibre F = p !(b). Les conditions 
suivantes sont équivalentes : 


1. Le revêtement p est galoisien. 


2. Le groupe des automorphismes Autg(B) agit transitivement sur 
p={(b), pour tout b € B. 


3. Le groupe p:71(E,x) est un groupe distingué dans r1(B, b). 


4. Pour tout couple de points (x,y) de E tels que b = p(x) = p(y), 
on a 


Patil E, x£) = pri (E, y) 
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5. Pour tout couple de points (x, y) de E tels que b = p(x) = ply), et 
pour tout lacet y de B centré en b, si le relèvement de y d’origine 
x est un lacet, alors le relèvement de y d'origine y est aussi un 
lacet. 


La notion de connexité simple et semi-locale permet de montrer que 
toute variété topologique admet un revêtement universel. 


Proposition 5.5.5. Tout revêtement simplement connexe est un revé- 
tement universel. 


Définition 5.5.6. Un espace E est semi-localement simplement connexe 
si tout point x € E possède un voisinage U tel que tout lacet de base x 
dans U est homotope dans E au lacet constant cy. 


Théorème 5.5.7. Un espace connexe par arcs admet un revêtement 
simplement connexe si et seulement si il est semi-localement simplement 
connexe. En particulier toute variété topologique admet un revêtement 
simplement connexe (donc universel, donc galoisien). 


5.6 Classification des revêtements 


Soient B un espace connexe, localement connexe par arcs et semi- 
localement simplement connexe et b un point de B. On démontre les 
résultats suivants. 


Théorème 5.6.1. Soient B un espace connexe, localement connexe par 
arcs et semi-localement simplement connexe et b un point de B. Si B 
possède un revêtement simplement connexe p: E — B, alors p: E — B 
est un revêtement universel de B et le groupe G = AutE des auto- 
morphismes est isomorphe au T1(B,b). 


Théorème 5.6.2. Si G est un groupe discret agissant proprement et 
librement sur l’espace topologique X séparé et simplement connexe, alors 
si on pose B = X/G, le groupe fondamental r1(B, b) est isomorphe à G. 


Exemple 5.6.3. Ces résultats permettent dans certaines circonstances 
de calculer le groupe fondamental. Considérons l’espace projectif P” (R) 
pour n > 2. L'application p : S” — P'(R) est un revêtement à deux 
feuillets. Comme S” est simplement connexe, son groupe d’automor- 
phismes est par conséquent Z/2Z et comme ce groupe est isomorphe au 
groupe fondamental, on en déduit que pour n > 2 


nı(P”(R)) & Z/2Z 


Lorsque n = 1, comme les espaces P'(R) œ~ St sont isomorphes, 
mı (PL(R)) = m (St) x Z. 
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Exemple 5.6.4. Pour le tore T = R? /Z?, l'application p : R? > R?/7? 
est un revêtement puisque T est le quotient d’un groupe par un sous- 
groupe discret. Comme R? est simplement connexe, on en déduit que le 
groupe fondamental est le groupe des automorphismes de R? dans T qui 
est Z? 

r1(R?/Z?) & 7? 


Théorème 5.6.5. Soient À une partie de E et q : À — B un revêtement 
de B. A est connexe si et seulement si n1(B,b) opère transitivement sur 
la fibre q—!(b). 


Théorème 5.6.6. Soit H un sous-groupe du groupe G = Aut E des auto- 
morphismes de E. H est un sous-groupe distingué de G si et seulement 
siq: E/H > B est un revêtement galoisien. Dans ce cas, le groupe des 
automorphismes Aut(E/H) est isomorphe au quotient E/H. 


Théorème 5.6.7. Soient N et H deux sous-groupe du groupe G = Aut E 
des automorphismes de E. N et H sont des sous-groupes conjugués dans 
G si et seulement si les revêtements p : E/N > B etq: E/H > B sont 
isomorphes. 


Le théorème suivant permet de classer les revêtements. 


Théorème 5.6.8. Soit X un espace connexe par arcs, localement 
connexe par arcs et semi-localement simplement connexe. Les classes 
d’isomorphismes de revêtements de X sont en bijection avec les classes 
de conjugaison des sous-groupes du groupe fondamental mı( X). Les revê- 
tements galoisiens correspondent aux sous-groupes normaux (on dit aussi 
distingués). 


Exemple 5.6.9. Revêtements du cercle S!. Le cercle St est un espace 
connexe par arcs, localement connexe par arcs et semi-localement sim- 
plement connexe. Son groupe fondamental r1(S*1) = Z est le groupe des 
entiers relatifs. Le revêtement universel est l’application exponentielle 
R— St, t m e”™, Les seuls sous-groupes de Z sont les groupes nZ, 
les revêtements sont de la forme qn : R/nZ — St. La multiplication par 
n (x — nx) induit un homéomorphisme entre R/nZ et R/Z =S!. Par 
conséquent, les revêtements du cercle sont à isomorphisme près les appli- 
cations puissances qn : St — St, z + z” revêtements à n feuillets, 
de fibre Zn = Z/nZ. Le groupe des automorphismes est le groupe Zn. 
Comme le mı(S1) = Z est abélien (tous les sous-groupes sont distin- 
gués), tous les revêtements sont galoisiens. 


Exemple 5.6.10. Revêtements à 2 feuillets du bouquet de deux cercles 
ST v S1. Un bouquet de deux cercles est un huit, c’est-à-dire l’espace 
formé par deux cercles joints en un point xo. Le groupe fondamental 
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du bouquet est le groupe libre à deux générateurs G = (a,b). Les revê- 
tements à deux feuillets correspondent aux sous-groupes d'indice 2. Ces 
revêtements sont tous galoisiens car tous les sous-groupes d'indice 2 sont 
distingués dans G. Ces sous-groupes sont définis par les noyaux d’homo- 
morphismes de G — Zə = {+1}. Il y a quatre morphismes possibles 
définis par leurs valeurs sur les générateurs a et b : pla) = yb) = 1, 
pala) = 1, p2(b) = —1, p3(a) = —1, p3(b) = 1, et ga(a) = p4(b) = —1. 
Ce qui correspond de gauche à droite aux différentes configurations ci- 
dessous. Il est aussi possible d'identifier les revêtements par les permu- 
tations qu'ils définissent. Si on note 1 et 2 les deux sommets (feuillets), 
on voit que de gauche à droite les revêtements sont associés aux permu- 


tations ((1)(2)(1)(2)); ((1)(2)(12)), ((12)(1)(2)), ((12)(12)). 


b 


Soit X un espace connexe, localement connexe par arcs et semi- 
localement simplement connexe. Lorsque le groupe fondamental est de 
présentation finie 


mil X) = nan : T1 = T2 =... = Tq = 1) 


il est possible de déterminer les revêtements à n feuillets, en construisant 
un homomorphisme p : mı(X) — &G, du groupe fondamental dans le 
groupe symétrique à n éléments tel que le groupe fondamental agisse de 
manière transitive sur {1,2,...,n}. Pour définir cet homomorphisme, il 
suffit d'associer à chaque générateur sj une permutation p(s;) telle que 
p(r;) = 1. Le groupe H formé des éléments laissant 1 fixe est un sous- 
groupe du groupe fondamental d'indice n. Le revêtement p : E — X 
associé à H est un revêtement à n feuillets. Ce revêtement est galoisien 
si et seulement si H est un sous-groupe distingué de m1(X). 


Exemple 5.6.11. Revêtements à 3 feuillets du nœud de trèfle. Le nœud 
de trèfle a un groupe fondamental de présentation 


mı(X) = (a,b :a° = o) 
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Pour déterminer les homomorphismes p : n1(X) — G3, il suffit de consi- 
dérer l’image sur chaque générateur a et b. Le groupe symétrique G3 
est composé de six éléments : l'identité, les deux transpositions (12), 
(23), (13) et les deux permutations circulaires (231) et (321). Pour que 
p(bŸ) = 1, il faut que p(b) soit la permutation 1 ou une des 3-cycles. Mais 
si p(b) = 1, alors p(a) est l'identité ou l’une des transpositions et l’action 
n’est pas transitive. Donc p(b) = (123) à une renumérotation près. Pour 
que p(a?) = 1, il faut que a soit l'identité ou une transposition. On trouve 
donc deux classes d’isomorphismes de revêtements à trois feuillets : 
{p(a) = 1, p(b) = (123)} et {p(a) = (12), p(b) = (123)}. Le groupe 
H qui fixe le point 1 est l’ensemble des éléments de G = (a,b : a? = b3) 
qui s'écrivent comme un mot dont les lettres sont les puissances de a 
et de b et dont la somme des puissances de b est nulle modulo 3. Le 
conjugué gthg d’un élément de H avec un élément de G est encore 
un élément de H. Par conséquent, H est distingué et le revêtement est 
galoisien. 


5.7 Suites exactes de groupes 


Définition 5.7.1. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est normal 
(ou distingué) dans G, et on note H < G, s’il est stable par conjugaison, 
autrement dit, si 


Yh € H,Yg €G, ghg € H 


Ceci est équivalent à dire que les classes à droite sont les mêmes que 
les classes à gauche, pour tout g € G, on a gH = Hg. Tous les sous- 
groupes d’un groupe abélien sont distingués, de sorte que la notion est 
surtout intéressante pour les groupes non commutatifs. 


Théorème 5.7.2. Soient N et H deux sous-groupes de G. On suppose 
que N est distingué dans G, que l'intersection des deux sous-groupes se 
réduit à l’élément neutre N N H = {1} et que G = NH. Alors l'appli- 
cation p : N x H — G qui à (n, h) associe le produit nh est un isomor- 
phisme de groupes et l'opération 


(n, h) * (n', h) = (nhn'h™t, hh’) 


définit une structure de groupe sur N x H. 


Cette opération se généralise en introduisant un homomorphisme de 
groupes f et conduit à la définition du produit semi-direct relativement 
à f de deux groupes. 
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Définition 5.7.3. Soient N, H deux groupes et f : H — Aut(N) un 
homomorphisme de groupes de H dans le groupe des automorphismes 
de N. Le produit semi-direct N x}; H relativement à f est le groupe 
N x H muni de la loi de composition 


(n, h) * (n', h^) = (nf (h)(n’), hh’) = (nfr(n/),Rh°) 


Lorsque f : H — Aut(N) associe à tout élément h € H l'élément 
in € Aut(N) défini par l'élément conjugué i(n) = hnh™t}, on retrouve 
l'opération précédente. Il est facile de vérifier que la loi x est associative, 
que le produit est muni d’un élément neutre (ey, ep) qui est le couple 
formé par les éléments neutres de N et de H et que chaque élément 
(n, h) a un inverse 


(n, h)™ = (FR) (n), h’) 
Par conséquent, N x H a bien une structure de groupe pour la loi x. 


Exemple 5.7.4. Le groupe diédral D, (à 2n éléments) est le groupe des 
isométries du plan préservant un polygone régulier à n côtés de centre 
O. Il est engendré par les rotations r de centre O et d'angle 2r /n et par 
les symétries axiales s préservant le polygone. Il a pour présentation 


Dh = (r,s : 8? = r” = rsrs™! = 1) 
Ce groupe est le produit semi-direct 
D = Ch X f C 


du groupe cyclique 


par le groupe cyclique à deux éléments C2 = {1, s}, l'élément s vérifiant 
s? = 1. L'homomorphisme f associe à l'élément 1 € C2 l’automorphisme 
fi tel que fi(r*) = r! pour tout k = 0,1,...,n—1 et associe à l'élément s 
l’automorphisme f, tel que f.(r*) = r}. En notation additive, compte 
tenu du fait que Cn = Zn, et C2 = Z2 = {1,—1}, l’homomorphisme 
s'écrit simplement f_1(x) = —x. 


Exemple 5.7.5. Le groupe fondamental de la bouteille de Klein est le 
groupe de présentation 


Koau li e 
C’est le produit semi-direct de Z avec lui-même 


K=Zx;Z 
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sous l’homomorphisme f : Z — Aut(Z), 


Définition 5.7.6. Étant donné une suite finie ou infinie de groupes G'g 
et d’'homomorphismes de groupes, on dit que la suite 


RC Me DR de 


est exacte si pour tout entier n, 


En(fn) = ker(fa+1) 


On note 1 (ou 0) le groupe trivial (réduit à l'élément neutre). Une suite 


de la forme 


f 


1 ‘SN hG a 


est dite courte. Lorsque la suite est exacte, on dit que Gest une extension 
de H par N. 


Proposition 5.7.7. La suite 1 — G + H est exacte si et seulement 
si f est injective (ker f = {1}). 

La suite G Ay H — 1 est exacte si et seulement si f est surjective 
(Im(f) = keri = H). 

La suite 1 GH > 1 est exacte si et seulement si f est 
bijective. 


Théorème 5.7.8. Soit N un sous-groupe normal d’un groupe fini G. 
La suite | 
1— N> G&G/N—1ı 


est exacte. 


Exemple 5.7.9. Soit G, le groupe des permutations d'ordre n (aussi 
appelé groupe symétrique) et An le groupe alterné des permutations de 
signature +1. La suite 


n 


> {+1} — 1 


1 — 4, se, 59 


est exacte. 


Exemple 5.7.10. On démontre que la suite 


1 — SO(n) 5 O(n) 23 {+1} — 1 


est exacte. Mais O(n) west pas un produit semi-direct. 
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Théorème 5.7.11. Si N x H est le produit semi-direct (en particulier 
le produit direct) de deux groupes, la suite 


1—> NŠ Nx;HH—1 


est exacte. 


Exemple 5.7.12. La proposition s'applique au groupe diédral D, = 
Cn Xp C2 produit semi-direct du groupe cyclique Cn par le groupe C2 = 
{+1}. La suite 


1 — Chn D. Pa Ge hi 
est donc exacte. 


Théorème 5.7.13. Soient p: E — B une fibration, b € B un point de 
base et x € p_!(b). On suppose que la fibre p™t(b) est connere par arcs. 
Alors la suite 


ni(p (b),x) 5 m(E,x) 25 mi(B,b) — 1 


où ix est induite par l'inclusion i : p-!(b) — E est une suite exacte de 
groupes. 


5.8 Fibrés vectoriels 


Un fibré vectoriel est un fibré localement trivial dont la fibre F = 
p_!(U) est un espace vectoriel. 


Définition 5.8.1. Soit B un espace topologique. Un fibré vectoriel réel 
de dimension n sur B est un espace topologique E muni d’une applica- 
tion p : E — B continue surjective telle que : 


1. Pour tout x € B, p !(x) a une structure d'espace vectoriel sur R 
de dimension n. 


2. Pour tout x € B, il existe un voisinage ouvert U de x et un homéo- 
morphisme y : U x R” — p-l(U) 


U x R” > p7! (U) 


ES 


U 


tels que : 


e le diagramme ci-dessus commute po y = 7, c’est-à-dire est tel que 
po y(x, v) = x pour tout vecteur v € R” ; 
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e l'application v + w(x,v) de R” dans la fibre p™t({x}) est un 
isomorphisme d’espaces vectoriels. 


L’homéomorphisme est appelé une trivialisation locale du fibré vec- 
toriel. Noter que chaque fibre p_!({x}) est un espace vectoriel de dimen- 
sion n, et par conséquent n dépend de x. Toutefois n est localement 
constant, et constant sur chaque composante connexe. Si n est constant 
pour tout x € B, alors n est appelé le rang du fibré vectoriel et E un 
fibré vectoriel de rang n. Noter aussi que si p : E — B est un fibré 
vectoriel, p est une submersion. 

En considérant un ensemble de cartes (U;, p;), on peut munir un fibré 
localement trivial 9 = (E,p,B) de fibre R” d’une structure de fibré 
vectoriel. On a alors la définition équivalente suivante. 


Définition 5.8.2. Soient B un espace topologique, (U;) un recouvre- 
ment ouvert de B et n = (E, p, B) un fibré localement trivial. Un fibré 
vectoriel réel de dimension n sur B est la donnée d’un atlas (U;, p;) 
ayant les propriétés suivantes : 


1. Pour tout couple (i, j) tel que U; NU; # Ø, on a 


—1 
PP (æ,v) = (v, g;i(æ)v) 
pour x € U; N U} et v € R”, et où gji est une application continue 
de U; N U; dans GL(n, R”). 
2. Pour tout atlas (V;,,) contenant (U;, p;) et vérifiant la propriété 
précédente, on a (Ui, pi) = (Vi, Yi). 
Les changements de cartes peuvent être vus comme des applications 
C® formant un cocycle de Cech, au sens suivant : 


Jii = id, Jij © Jjk = Jik 


Cette définition permet de construire un fibré vectoriel. Pour cela, il suffit 
de se donner un recouvrement ouvert (U;) de l’espace de base B, et un 
cocycle de Čech gij : UN Uj — GL(n, R”), tel que gii : Ui — GL(n, R”) 
associe au point x lidentité et tel que les changements de cartes gij 
vérifient gij © gjk = gik- Alors on peut associer à ces données un fibré 
vectoriel de rang n admettant sur U; une trivialisation y; : Elu, — 
U; x R” telle que gij = w, © prh 


Exemple 5.8.3. Soient p: E — B un fibré vectoriel et f : A —> B un 
morphisme de variétés. Le produit fibré au-dessus de B 


ExBA={(x y) € Ex A: plx) = f(y)} 


est un fibré vectoriel. 
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Exemple 5.8.4. Le fibré tangent à la sphère S? est un fibré vectoriel de 
fibre R?. Plus généralement, le fibré tangent d’une variété différentiable 
est un fibré vectoriel. 


Définition 5.8.5. Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur 
corps K = R ou C. On appelle fibré tautologique un fibré vectoriel de 
rang k au-dessus d’une variété grassmannienne Gr(k, V) où l’espace total 
est 


E = Gr(k, V) x V = {(v, x£): v E€ Gr(n,Vj,xe V} 


et la projection p : E — Gr(n, V) est la première projection dont les 
fibres F = p-l(V) = V sont munies de la structure d’espace vectoriel. 


On démontre que tout fibré vectoriel est le tiré en arrière du fibré 
tautologique (qui est pour cette raison aussi appelé le fibré universel). 
Les variétés grassmanniennes sont donc des espaces classifiants pour les 
fibrés vectoriels. Les fibrés tautologiques jouent un rôle important dans 
l'étude des classes caractéristiques (voir section 12.2). 


e Sections des fibrés vectoriels. Soient p : E — B un fibré vectoriel 
et U un ouvert de B. Une section de p sur U est une fonction continue 
s : U — E telle que po s(x) = x pour tout x € U. Les sections associent 
à chaque point de U un vecteur de l’espace vectoriel associé de manière 
continue. Lorsque B est une variété différentiable, les sections de B sont 
précisément les champs de vecteurs. 


Proposition 5.8.6. L’ensemble des sections C® du fibré vectoriel p : 
E > B est un module sur l'anneau C©(B,R). 


Lorsque l’on considère l’ensemble F(U) de toutes les sections sur U, 
F(U) contient au moins la section nulle (la section qui envoie chaque 
élément x de U sur l'élément 0 de l’espace vectoriel). Muni de l'addition 
et de la multiplication par un scalaire, F(U) est un espace vectoriel 
réel. L'ensemble de ces espaces vectoriels forme un faisceau d’espaces 
vectoriels sur B. 


Exemple 5.8.7. Une section différentiable d’un fibré tangent M est 
un champ de vecteurs différentiable X de M. Une section différentiable 
d’un fibré cotangent est 1-forme. Une section différentiable d’un fibré 
tensoriel est un champ tensoriel de type (p,q). Si (p,q) = (1,0) le champ 
de vecteurs est contravariant et si (p,q) = (0,1) le champ est covariant 


(1-forme). 


Proposition 5.8.8. Un fibré vectoriel de rang n est trivial si et seule- 
ment si il possède n sections globales linéairement indépendantes. 
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e Morphismes de fibrés vectoriels. La catégorie des fibrés vectoriels 
est la catégorie dont les objets sont les fibrés vectoriels et les morphismes 
sont définis de la manière suivante. 


Définition 5.8.9. Un morphisme du fibré vectoriel pı : E1 — Bı vers le 
fibré vectoriel pə : E2 — Bə est un couple (f, g) d'applications continues 
f: Eı > E2 et g : Bı — Bə telles que g o pı = p20 f et pour tout 
xz € Bı, l'application entre fibres pī +({£}) — pz ({g(x)}) induit une 
application linéaire entre espaces vectoriels. 


Exemple 5.8.10. Soient M et N deux variétés différentiables et f une 
application continue f : M — N. Soit f' la différentielle f! : TM — 
TN entre fibrés tangents. Le couple (f, f') est un morphisme de fibré 
vectoriel. 


Proposition 5.8.11. Si E est un fibré vectoriel sur B, il existe un fibré 
vectoriel E* sur B dont la fibre en x € B est l’espace vectoriel dual Ex. 


e Opérations sur les fibrés vectoriels. On définit trois opérations 
principales sur les fibrés vectoriels : fibré induit, fibré produit et somme 
directe (ou somme de Whitney). 


Définition 5.8.12. Soit p: E — B un fibré vectoriel sur un espace B. 
Soit f : À — B une application continue. Le fibré induit par f sur A est 
le tiré en arrière 


JfE={(azx)e Ax Elf(a)=p(x)}} CAxE 


et de projection m : f*E — A qui à (a,x) associe le point a (première 
projection). 


Toute section s du fibré n = (E, p, B) induit une section f*s = so f sur 
le fibré induit f*n. Si n est un fibré vectoriel (resp. principal) alors le fibré 
induit f*ņ est aussi un fibré vectoriel (resp. principal). Une application 
des fibrés induits est la démonstration de la proposition suivante. 


Proposition 5.8.13. Tout fibré vectoriel sur un espace contractile est 
trivial. 


Démonstration. Soit h : [0,1] x B —> B une homotopie de l'identité à 
une application constante. Soit n = (E,p, B) un fibré vectoriel. Le fibré 
induit h*n sur [0,1] x B a pour espace de base 


E' = {(t,b, x) € [0,1] x B x E : p(x) = h(t,b)} 


La restriction de h*n sur {0} x B est n et la restriction de h*nņ sur {1} x B 
est le fibré trivial. Or les fibrés sur {0} x B et {1} x B sont isomorphes. 
Par conséquent, ņ est le fibré trivial. 
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Définition 5.8.14. Soient n = (E, p, B) et n! = (E',p,B') deux fibrés 
vectoriels. Le fibré produit n x n! est le fibré dont l’espace de base est le 
produit cartésien B x B/, l’espace total est le produit E x F’ et de fibre 
en (b,b/) la somme directe p™t(b) © pl—1(b'). 


Exemple 5.8.15. Le fibré tangent du produit de deux variétés M et N 
est le produit 


T(MXN)=TMXTN 


Proposition 5.8.16. La somme de Whitney (ou somme directe) de 
deux fibrés vectoriels E et F sur B est le fibré vectoriel E © F sur B 
dont la fibre au-dessus de x est la somme directe Ey Ð Fy des espaces 
vectoriels Ey et Fz. 


5.9 Fibrés en droites 


Les fibrés en droites sont des fibrés vectoriels de rang 1. Ce sont des cas 
particuliers de fibrés vectoriels lorsque l’espace vectoriel est de dimen- 
sion 1, c’est-à-dire lorsque les fibres sont des droites. Il y a toutefois une 
différence importante entre les fibrés en droites réels et complexes. Du 
point de vue homotopique, les fibrés en droites réels sont des revête- 
ments doubles. Les classes d'équivalence par isomorphisme des fibrés en 
droites réels sur une variété M sont en correspondance avec les éléments 
du premier groupe de cohomologie H!(M; Zə), tandis que les classes 
d'équivalence par isomorphisme des fibrés en droites complexes sur M 
(qui forment ce que l’on appelle le groupe de Picard) sont paramétrées 
par la première classe de Chern et le groupe des fibrés en droites est iso- 
morphe à la deuxième classe de cohomologie à coefficients entiers (voir 
chapitre 12). 


Définition 5.9.1. Soit K = R ou C et soit M une variété différentiable. 
Un fibré en droites est un fibré vectoriel de rang 1. Plus précisément, 
c’est un espace topologique F muni d’une surjection lisse p : F — M tel 
que : 


1. Pour tout point x € M, chaque fibre Fy = p_!(x) est un K-espace 
vectoriel de dimension 1. 


2. Pour tout point x € M, F vérifie la condition de trivialité locale 
suivante : il existe un voisinage Uy C M et un difféomorphisme  : 
p_{(U) — U x K tels que pour tout point u € U, y(Fu) C {u} x K 
et tels que l'application y restreinte à F, est un isomorphisme 
d'espaces vectoriels. 
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Exemple 5.9.2. Le fibré trivial est le fibré M x K etp:MXxK— M 
est la première projection. 


Exemple 5.9.3. Pour le cercle St, il n'existe que deux fibrés en droites 
réels (à isomorphisme près) : le fibré tangent qui est l’ensemble de toutes 
les droites tangentes au cercle et le fibré trivial qui est l’ensemble des 
droites portées par le cyclindre dont le cercle est une coupe transverse. La 
raison profonde est que l’espace de cohomologie vaut H!(S1; Z2) & Zo. 
Par contre, tout fibré vectoriel complexe sur S* est trivial. 


Exemple 5.9.4. Lorsque le rang vaut k = 1, le fibré tautologique de la 
variété grassmannienne Gr(1,V) = P(V), qui est l’espace projectif sur 
V, est un fibré en droites de rang 1. 


5.10 Fibré de Hopf 


Soit S? = SU(2)/U(1) la sphère bidimensionnelle. Les éléments de 


SU(2) sont les matrices 
o [ù 21 —22 
J= Z2 Zi 


où 21, Z2 sont des complexes tels que 2121 + 2272 = 1. En posant 
zı = £1 + ito et 20 = £3 + i£4 


det g = 1, on voit que la variété SU(2) est la sphère 93. Le groupe U(1) 
est défini par les matrices 
u 0 
h= 


L’action à droite de U(1) sur SU(2) est 


PAEST E | au i 


Zou Zu 


On note © = (01,02,03) les matrices de Pauli définies par 


L'application de Hopf est la projection définie par 


n(g) = Zoz = (z1Z2 + Z122, i(21Z2 — Z122), Bik = ||?) 
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pour z = (21,2). Elle vérifie pour tout h € U(1),r(gh) = *(g). Il est 
possible de simplifier la construction en identifiant la sphère S? avec 
l’espace 

S8 = {(23, z2) E C? : z2? +22 = 1} 


et la sphère bidimensionnelle avec 
S? = {(z,£) EC x R: |z|? +z? = 1} 
L'application de Hopf est alors la projection p : S3 — 9° telle que 
(21,22) p(a, 22) = (22122, z1? — 221°) 


Le premier terme est un complexe, le deuxième est un réel et p(z1, 22)? = 
1 de sorte que p(z21, 22) € S?. La fibration de Hopf 


st S B 92 = PIC 


définit un fibré au-dessus de l’espace projectif PIC = 92. Elle donne une 
partition de la sphère S? par des cercles et définit la structure fibrée 
de S3. Ce n’est toutefois pas la seule fibration sur la sphère. L'espace 
projectif des quaternions PHH 


S > 57 st pH 
et l’espace projectif des octonions PO 
S” > S > Sè = P'O 


définissent deux autres fibrations. Les applications S2?-1 — SP (p = 
2,4,8) sont les seules applications ayant un invariant de Hopf égal à 1. 
Si on ajoute 

Z? = L — S! pÎR 


on voit que les quatre fibrations de St, 83, 97,915 correspondent aux 
quatre algèbres des réels (R), complexes (C), quaternions (H) et octo- 
nions (O). Les fibres sont les réels (resp. complexes, quaternions ou oc- 
tonions) de module 1. 


5.11 Exercices 


Exercice 5.1. L'application quotient p : S” — P”(R) est-elle un revê- 
tement ? À combien de feuillets ? 
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Solution 5.1. L'espace projectif est le résultat de l’action du groupe Zə 
sur S” par identification des points antipodaux. Le revêtement a donc 
2 feuillets. 


Exercice 5.2. Soit p : R — St l'application exponentielle p(x) = 
e2iT#, Pour quel sous-ensemble A non vide de R, la restriction de cette 
application à À est-elle un revêtement ? 


Solution 5.2. Comme p4 est un revêtement de S1, A est un ouvert 
non vide de R. De plus, A est fermé, car pour toute suite de points (£n) 
qui converge vers x, et pour tout voisinage U de x, on peut trouver un 
point £m € U, tel que le relèvement du chemin de p(x») à p(x) impose 
par unicité que x € À. Donc À est fermé et ouvert non vide de R. Par 
conséquent, À = R. 


Exercice 5.3. Soit p : C — C* l’application exponentielle. Montrer 
que p est un revêtement. Est-il trivial ? 


Solution 5.3. Soient b un point de C* et U une boule ouverte de centre 
b privée d’une demi-droite. Sur cet ouvert, il est possible de choisir une 
détermination continue du logarithme. Deux déterminations diffèrent 
d’un mutiple entier de 2ir. L'application f : U x Z — pl (U) définie 
par f(x,n) = log(x) + 2inr est un homéomorphisme, puisqu'il s’agit 
d’une application continue injective, surjective et dont l’inverse v + 
(exp(v),(v — log(exp(v))/2ir) est continue. Par conséquent, U est un 
ouvert trivialisant répondant à la définition, et l’exponentielle est bien 
un revêtement de C sur C* dont les fibres sont isomorphes à Z. Mais ce 
revêtement n’est pas trivial, car sinon il existerait une section globale de 
l’exponentielle, et donc une détermination continue du logarithme sur 
C*: 

Exercice 5.4. Soit p : C* — C* l'application z + 22. Est-ce un revê- 
tement ? À combien de feuillets ? 


Solution 5.4. Soit b un point de C*. Il est possible de choisir une 
détermination du logarithme. Deux déterminations de la racine carrée 
ne diffèrent que par leur signe. En effet 


21/2 = exp G log(2)) = exp (5 08(2) + 2in7) ) = +yz 


Par conséquent p est un revêtement à deux feuillets. 


Exercice 5.5. Étudier les revêtements à trois feuillets du bouquet de 
deux cercles. Combien y a-t-il de classes d’isomorphismes de revêtements 
à trois feuillets? de revêtements connexes? de revêtements galoisiens ? 
Les dessiner. 
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Solution 5.5. Le groupe fondamental du bouquet de deux cercles X = 
St v ST est le groupe libre engendré par deux éléments G = (a,b). Les 
revêtements à deux feuillets correspondent aux sous-groupes d'indice 
3. Ces sous-groupes sont définis par les noyaux d’homomorphismes de 
G > Z3 = {0,1,2}. Si l’on ne s'intéresse qu'aux classes de revêtements 
connexes, on à trois revêtements non galoisiens 


È 
ad à 


et quatre revêtements galoisiens 


EDS 


M 


COL COE COE COE 
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On généralise ces résultats à un bouquet de r cercles et de n feuillets 
(r > 1). On démontre que le nombre de sous-groupes d'indice n de 
F(r), c’est-à-dire le nombre de revêtements à n feuillets du bouquet de 
r cercles est donné par la formule de récurrence (avec N1 = 1) 


n—1 
Nnr =) Y [n -DYT N; 
i=l 


En particulier, pour deux cercles, le nombre N, de revêtements à n 
feuillets de St V S! est donné par 


n—1 


Na = n(n!) — X(n — i)! N; 
i=1 


Soit Nə = 3, N3 = 13, etc. Le nombre de revêtements connexes est plus 
difficile à déterminer et dépend de la valeur de n. Si n est premier, alors 
F(2) a n+ 1 sous-groupes distingués. Pour un bouquet de r cercles, le 
nombre de revêtements à deux feuillets est 2” — 1 et pour trois feuillets 
27—1(37 — 1) — 3. 


Exercice 5.6. Montrer que la suite 


1 — Zə — Z4 Ps Pa >1 


où p est la réduction modulo 2 est exacte, mais n’est pas un produit 
semi-direct. 


Solution 5.6. DL’application p n’admet pas de section, car l'élément 
non trivial —1 de Zə est d’ordre 2, alors que tous les éléments de Z4 sont 
d'ordre 4. On en déduit que Z4 n’est pas un produit semi-direct de Zə 
par lui-même. 
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Algèbre tensorielle et extérieure 


Les tenseurs jouent un rôle important en physique où ils font l’objet 
d’abondants calculs. La notion de tenseurs généralise celle de nombres, 
de vecteurs et de matrices. Un tenseur d’ordre 0 est un nombre, d'ordre 
1 un vecteur, d'ordre 2 une matrice, d'ordre 3 un tableau matriciel à 
trois dimensions, etc. Du point de vue algébrique, il sont vus comme des 
applications multilinéaires. Contrairement aux produits que l’on ren- 
contre habituellement, le produit tensoriel n’est pas une opération in- 
terne, comme on le voit de manière élémentaire à travers le produit vec- 
toriel de deux vecteurs. L’algèbre extérieure d’un espace vectoriel A(E) 
est le quotient de l’algèbre tensorielle par un certain idéal. 


6.1 Produit tensoriel d'espaces vectoriels 


Définition 6.1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension 
finie sur un corps commutatif K. On note E* le dual de E (espace des 
formes linéaires sur E). Le produit tensoriel E & F est l’espace vectoriel 
des formes bilinéaires sur le couple d’espaces vectoriels (E*, F*). 


Remarque 6.1.2. Remarquons que le produit tensoriel E&F et l’appli- 
cation bilinéaire y : Ex F — EQF ont la propriété universelle suivante : 
toute application bilinéaire h : E x F — G où G est un espace vectoriel 
se factorise à travers p de manière unique, c’est-à-dire qu'il existe une 
application unique h: EQF >G telle que h = ho p. Cette remarque 
nous conduit à donner une définition catégorique du produit tensoriel. Le 
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produit tensoriel est l’objet initial de la catégorie (V, f) dont les objets 
sont les espaces vectoriels V et les morphismes f sont les applications 
bilinéaires f : E x F — V. Le produit tensoriel est donc unique, puisque 
universel. 


On note L,(E) l’ensemble des formes multilinéaires de degré p sur F. 


Définition 6.1.3. Soient œ € L,(E) et 6 € L4(E), le produit tensoriel 
de deux multilinéaires a @ B est défini par 


a © B(e1, PRS ep+q) = a(e1, aa ep) b (ep+1, e ep+q) 
Proposition 6.1.4. Le produit tensoriel est associatif 
E8Q(F8G)=(E8F)89G 


Le produit de p espaces vectoriels de dimensions finies est l’espace des 
p-formes linéaires sur le produit des espaces duaux 


E1 8 E2 8 -+ Q Ep = LE x E3 x- x Ej) 
Proposition 6.1.5. Le produit tensoriel est distributif 
(E8F)@G=(ERG)8(F&G) 


Proposition 6.1.6. La dimension d’un produit tensoriel d'espaces est 
égale au produit des dimensions de tous les espaces 


dim E 8 F = dim E x dim F 


Proposition 6.1.7. Le corps K étant un espace vectoriel de dimension 
1, c’est un élément neutre pour le produit tensoriel 


ESK=K@E=E 


Définition 6.1.8. On définit par récurrence les p-ièmes puissances ten- 
sorielles de l’espace vectoriel Æ de dimension finie et on note E®? ou 
QE par ES! = J\(E*)=E*=E et pour p > 2, E26-1 = E&PQE. 
P 


Proposition 6.1.9. Le dual de l’espace tensoriel E1 8 E2 8- - -Q Ep est 
le produit tensoriel des espaces duaux. 


(E18 E28- 8 Ep = E 8 E g-e E 


Définition 6.1.10. Soient F1, E2, ..., Ep des espaces vectoriels sur un 
corps commutatif K. On appelle tenseur un élément du produit tensoriel 
Ei 8 E2 8- Q Ep- 
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Définition 6.1.11. Soient E un espace vectoriel et E* son espace dual. 
Un tenseur de type (p,q) de rang p + q sur l’espace vectoriel E est un 
élément du produit tensoriel 

TI{(E)=E@-. @E@E*@...@E* 
formé du tenseur de p fois l’espace E et de q fois l’espace dual E*. On 


dit qu’un élément de T(E) est un tenseur p fois covariant et q fois 
contravariant. 


6.2 Produit tensoriel d'applications linéaires 


Définition 6.2.1. Soient f : E — X et g : F — Y deux applications 
linéaires. Le produit tensoriel f 8g: EQ F — X @ Y est l'application 
qui à u & v associe 


(F8 g)(u 8v) = f(u) 8 g(v) 


Le produit tensoriel est un bifoncteur covariant de la catégorie des 
espaces vectoriels sur elle-même. 


En particulier, si f et g sont des formes linéaires sur un corps K, le 
produit f(u) & g(v) se réduit à un produit simple f(u)g(v). 


Exemple 6.2.2. Comme en dimension finie (où E** = E) tout vecteur 
peut être assimilé à une forme linéaire sur E*, on définit le produit 
tensoriel de deux vecteurs comme le produit tensoriel de deux formes 
linéaires. Par exemple, si u = (u1,u2) et v = (v1,v2) sont deux vecteurs 
d’un espace vectoriel de dimension 2, le produit tensoriel de u et v est 
le vecteur 


u Q v = (uivi1, U1 V2, U2V1, U2V2) 


On voit en particulier que le produit tensoriel ne commute pas u @ v Æ 
v@u. Les vecteurs e1 = (1,0) et e2 = (0,1) forment une base de R?. Les 
produits tensoriels e1 @ e1 = (1,0,0,0), e1 8 e2 = (0,1,0,0), e2 8 e€ = 
(0,0,1,0) et e2 Q e2 = (0,0,0,1) forment une base de Rt. On voit que 
le produit tensoriel nest pas une opération interne puisque le produit 
tensoriel de deux vecteurs de R? est un vecteur de R4 et non de R?. 


Exemple 6.2.3. Si l’on se donne une base sur chaque espace vectoriel, 
les applications linéaires de la définition précédente sont représentées par 
des matrices. On note M(m,n) l’espace des matrices mxn à coefficients 
dans K. Soient A € M(m,n) et B € M(p,q), alors le produit tensoriel 
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est la matrice 


aiB 


AG B= 


amı B am2 B 


Par exemple, dans le cas bidimensionnel, 


@11011 
re @11021 
a21b11 
a21b21 


ai2B 


a11b12 
a11b22 
a21b12 
a21b22 


a12011 
@12021 
a22b11 
a22b21 


Ain B 


amn B 


a12012 
a12022 
a22012 
a22b22 


Remarque 6.2.4. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension 
finie sur un même corps K. On note Hom(E, F) l’espace vectoriel des 
applications linéaires de Æ dans F. D’action de f @ v de E* & F sur un 
élément de E définie par (f @ v) (x) = f(x)v induit l’isomorphisme 


E* Q F © Hom(E, F) 


Pour trois espaces vectoriels E, F, G, on a la relation 


Hom(E @ F, G) © Hom(E, Hom(F, G)) 


Le produit tensoriel est le foncteur adjoint à gauche de Hom. 


Le produit tensoriel a les propriétés suivantes : 


1. Le produit tensoriel est associatif. Soient par exemple, À € 
M(m,n), BE M(p,q), C E€ M(s,t) trois matrices, on a 


(ASB)@C=A@(BS&C) 


2. Le produit par un scalaire vérifie, pour tout À € K (noter que À 
ne se distribue pas sur chacun des termes du produit tensoriel) 


À(A@ B) = (AA) 8 B = A & (åB) 


3. Le produit est distributif par rapport à l'addition 


(4+B)9C=4A9C+B8C 


4. Le rang d’un produit tensoriel est le produit tensoriel des rangs 


rg(A 8 B) = rg(A) @ rg(B) 
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10. 


11. 


. Le produit de deux produits tensoriels est le produit tensoriel des 


produits 
(AQ B)(C@ D) = (AC) @ (BD) 


. La transposition d’un produit tensoriel est le produit tensoriel des 


transposées 
(A8 BÝ = Æ @ Bt 


. Le complexe conjugué d’un produit tensoriel est le produit tenso- 


riel des complexes conjugués 


(48B)=4A9B 


. L’adjoint d’un produit tensoriel est le produit tensoriel des adjoints 


(A@ B)* = A* @ B* 


. L’inverse d’un produit tensoriel est le produit tensoriel des inverses 


(49 B)! = A718 B7! 


Si A et B sont des matrices carrées n x n et In est la matrice 
identité d'ordre n, alors l’exponentielle vaut 


exp(À) 8 exp(B) = exp( A 8 In + In 8 B) 
Si P est une matrice permutation, alors on a 
B@A=P(A@B)P 


Par exemple dans le cas de la dimension 2, P est la matrice qui 
échange les coordonnées internes 


OO 
o.oo 
OS © © 
H © © © 


et la trace s'écrit 
tr(exp(A))tr(exp(B)) = tr (exp(A 8 In + In 8 B)) 


Si A € M(n,n) et B € M(m,m) sont des matrices carrées, alors 
on à 


tr(A © B) = tr(A)tr(B) 


et 
det(A @ B) = (det A)” (det B)” 
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6.3 Tenseurs sur les variétés 


Définition 6.3.1. Un tenseur de type (p,q) de rang p + q au point x 
d’une variété M est une application (p+q)-linéaire définie sur le produit 
cartésien de p espaces tangents TyM et de q espaces cotangents Tž M. 
On note T{(M) l’espace des tenseurs. 


Soient (e;) une base de T,M et X = Xe; € TaM (avec la convention 
de sommation sur les indices haut et bas répétés). On note (e’) la base 
duale. À tout vecteur X du fibré tangent, elle associe les réels 


(X) = e = (ei, X'ei) = X’ (eiei) = XÍ 
Dans ces bases, un tenseur de type (p,q) s'écrira sous la forme 


T =T} en Q Oe De @e?... @ e 
Exemple 6.3.2. Par convention, un tenseur de type (0,0) est un sca- 
laire. 

Un vecteur du fibré tangent TM est un tenseur de type (0,1) de 
TA(M) une fois contravariant. 


E=) tei = t'ei 


Par exemple, un vecteur vitesse s'écrit (dans la dernière expression, 
la somme sur les indices répétés est sous-entendue) 


dx dx? dx? 
dt > dt & 


Exemple 6.3.3. Un covecteur (= une 1-forme) est un tenseur de type 
(1,0) de TŸ(M) une fois covariant. 


= D Ge = ie 


Par exemple, le gradient d’une fonction f s'écrit (dans la dernière nota- 
tion la somme sur les indices répétés est sous-entendue) 


grad f = 5 ôf oi = ðf 


Exemple 6.3.4. Un tenseur de type (0,2) de T$(M) deux fois contra- 
variant est une forme bilinéaire (quadratique) g sur les vecteurs. Elle 
s'écrit 


g=) g ei Rej 
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Exemple 6.3.5. Un tenseur de type (2,0) de TŸ(M) deux fois covariant 
est une forme bilinéaire sur T, M XT,M. Les n? produits tensoriels e*®e) 
forment une base de TŸ(M). Dans cette base, un tenseur g s'écrit 


g= X gje @ ei 


Exemple 6.3.6. Un tenseur de type (1,1) de T}(M) une fois contra- 
variant et une fois covariant est une forme bilinéaire sur le produit 
T,M x TÈM ou sur T%M x T;M. C’est un opérateur linéaire du type 


A= ae ®el 


Exemple 6.3.7. Un tenseur p fois covariant de T(M) est une forme 
p-linéaire sur (T;M)?. Un tenseur q fois contravariant de TA(M) est 
une forme p-linéaire définie sur (TM). 


6.4 Changement de base 


Théorème 6.4.1. Soient T un tenseur de type (p,q) de rang p + q et 


2. i les composantes de ce tenseur dans un système de coordonnées 
(x i), Dans un changement de coordonnées 21 = 2)(x!,..,x") tel que 
1 ,2 


x = (21,22,...,27), le tenseur T s'écrit par 
~ 921 8z" Əxi xI? 
TF1--ka = il.. -iq 


trd = — hip Gr Əxi Ozh Əz 


(6.1) 


où la somme porte sur les indices i = (i1, ..., ip) et j = (j1, --., jq) variant 
de 1 àn. 


Les formules de changement de base 


Ox° O7) O2* 0x) 
aa on À t Lo on À 


traduisent les transformations x°(z) = zt et z! = 2l(x) où x = x(2) et 
z = z(x) sont vues comme des fonctions z et de x. 


Exemple 6.4.2. Un vecteur, c’est-à-dire un tenseur (0,1) de compo- 
santes £ = (£) = (TG), se transforme 


T an | À soit & D. 
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Exemple 6.4.3. Le covecteur £ = (£;) = (TL?) se transforme 
~ 0x! 
0 __ 0 i 
Tj =T; 52 soit & = > gn 


Exemple 6.4.4. Le tenseur 


T =T," e"! Q ei Qe” 8 ei 


i1 i3 
aura pour coordonnées dans un changement de repère z = z(x) 
F kz ka > i à OL” 02h ðr’ 024 
kı k3 7 o ht zki Ori2 Ozks ðr 


d1;...,04 


La règle empirique est la suivante : pour construire le changement de 
base, on considère chaque indice k de T. Si k est un indice bas (cova- 
riant) on introduira dans T la dérivée Ox"/O2} et sik est un indice haut 
(contravariant) on introduira dans T la dérivée 02" /ôx". 


6.5 Algèbre tensorielle 


Sur l’espace des tenseurs de type (p,q), on définit les opérations 
usuelles (addition, multiplication, produit par un scalaire). L’addition 


des deux tenseurs S et T de type (p,q) de n?*1 composantes ge 1 et 


T T 1 est le tenseur de composantes g n + in +. La multiplication 


par un scalaire À du tenseur T est le tenseur AT de composantes AT 7, 
Le produit des tenseurs S de type (p,q) et T de type (r, s) est le tenseur 
S T de type (p +r,q + s). Par exemple, SYTE, = RİF, Le produit 
tensoriel est bilinéaire et associatif. 


Définition 6.5.1. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. La puis- 
sance tensorielle d'ordre n est le produit tensoriel de n copies de V des 
éléments de la forme v1 @ V2 Q-Q Vn- 


TV=V =V8V 8- QV 
L’algèbre tensorielle T(V) est la somme directe 
+00 
T(V)= GTV =KEVE(V@V)E(VeVeV)e 


n=0 


munie de la multiplication induite par l’isomorphisme canonique TPV @ 
TV = TP*1V, 
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Plus précisément, soit x € TPV, x = u1 @ u2 @ ::: Q up et y € TIV, 
y = V1 © V2 @ +: + Quq alors le produit tensoriel 


TO y = U © U2 D: -- © Up VBU: BU 


permet de définir le produit de X = zo + xı +: et Y = Yo + y1 +: 
avec Zn, Yn E LV par 


X- Y= Noty 8 Yq 
pq 
On voit ainsi que les éléments de l’algèbre tensorielle sont constitués par 
toutes les combinaisons linéaires de « mots » formés sur les vecteurs 
de V. On aura ainsi des mots de longueur nulle (éléments de K), de 
longueur 1 constitués d’un seul vecteur et élément de V, de longueur 2 
constitués de deux vecteurs u & v et v @ u, et élément de V @ V, etc. 
Chaque mot de longueur n est un élément de T”V. On voit ainsi que 
l’algèbre tensorielle est graduée par la longueur des mots. 


Exemple 6.5.2. Si V est un espace vectoriel monodimensionnel engen- 
dré par x, alors l’algèbre tensorielle T(V) s’identifie avec l'algèbre des 
polynômes à une indéterminée, 


Si l’espace vectoriel V est de dimension quelconque, alors l'algèbre ten- 
sorielle s'identifie avec l'algèbre des polynômes non commutatifs à indé- 
terminées dans une base de V. Les coefficients des polynômes sont les 
valeurs de tableaux de coordonnées utilisés pour représenter chaque ten- 
seur. 


Si V = M est une variété, en utilisant les définitions des tenseurs 
vues précédemment, on peut écrire que l’algèbre tensorielle est la somme 
directe (de toutes les espèces de tenseurs) 


T(M)=K®TM T*M TM TİM ƏTİM@.-- 
Rappelons la définition d’une algèbre graduée. 


Définition 6.5.3. Une algèbre À sur un corps K est une algèbre graduée 
si À est munie d’une graduation, c’est-à-dire de la donnée de sous-espaces 


vectoriels (A;);en tels que 
A= DA, 
ieN 


et pour tout i,j € N, 
À;A; C Ai+j 


ce qui signifie que x € À;, y € À; alors x x y € Åi+j. 
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Proposition 6.5.4. L'’algèbre tensorielle est une algèbre unitaire, asso- 
ciative, non commutative, graduée. 


La définition de l’algèbre tensorielle permet de définir deux autres 
algèbres. 


Définition 6.5.5. L’algèbre extérieure sur l’espace vectoriel V est le 
quotient de son algèbre tensorielle par l’idéal bilatère engendré par les 
éléments de la forme v @ v. 


Définition 6.5.6. L’algèbre symétrique sur un espace vectoriel V est le 
quotient de son algèbre tensorielle par l’idéal engendré par les commu- 
tateurs de la forme u @ v — v @ u. 


Proposition 6.5.7. L'espace des tenseurs de type (p,q) 
TIM = {(x, Ti) : £ € MT, € TIM} 


est un fibré vectoriel et une variété différentiable. 


Définition 6.5.8. Un champ de tenseurs de type (p,q) sur une variété 
M est une application qui à tout point x € M associe le couple (x, Ty) 
du fibré des tenseurs. 


Un champ de tenseurs est une section du fibré des tenseurs. 


6.6 Produit contracté 


La contraction est une opération qui, dans la notation d’Einstein, 
consiste à faire la somme sur un indice muet. La contraction d’un tenseur 
de rang p+q est un tenseur de rang p+q—2. La trace d’une matrice (un 
scalaire) est la contraction d’un tenseur (1,1). La contraction de deux 
tenseurs généralise le produit de deux matrices. 


Définition 6.6.1. La contraction est une opération qui consiste à égaler 
un indice de contravariance et un indice de covariance, puis à sommer 
sur cet indice. Le produit contracté de deux tenseurs S et T est la 
contraction de leur produit tensoriel. 


Exemple 6.6.2. Une matrice est un tenseur (1,1). Le produit tensoriel 
de deux matrices est le tenseur de composantes A! BL. En choisissant 
un indice contravariant et un indice covariant, il est possible de former 
la somme AB! qui est la multiplication de deux matrices. Autrement 
dit, le produit contracté de deux tenseurs (1,1) est le produit de deux 
matrices. La contraction d’un (unique) tenseur (1,1) est la somme AŻ, 
donc la trace de la matrice. 
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Exemple 6.6.3. Nous verrons plus loin en géométrie riemannienne que 
la contraction avec le tenseur métrique permet de monter ou de descendre 
les indices, c’est-à-dire de transformer les composantes covariantes en 
composantes contravariantes et inversement. 


Exemple 6.6.4. Soit E un espace vectoriel et E* son dual. Le cro- 
chet de dualité défini sur E* x E dans R par (f,v) = f(v) = fivt est 
la contraction d’un covecteur par un vecteur. En physique, le crochet 
de dualité est appelé symbole de Kronecker. Il s'exprime dans la base 
(e )i=1,. n et sa duale (ei) par 


n 
ô — Je; Qe 
i=1 


ce qui conduit à 
ôl f, v) = Xcel f) & (v) = Se 
i=1 i=1 


D'où le symbole de Kronecker de la forme linéaire e? sur la base ej 
e (ej) = ô =1 sii=j et ôi = 0 sinon. 


Ce symbole est un tenseur de type (1,1), mais ĝij ou 6 ne sont pas des 
tenseurs. 


Exemple 6.6.5. La contraction d’un tenseur T;; de rang (p,q) s'obtient 
en sommant sur un indice k supplémentaire Tij = Th 


Exemple 6.6.6. Le calcul tensoriel utilisant le symbole de Kronecker 
est un jeu sur les indices TiF = Gr, 


Pour démontrer qu’une quantité est un tenseur, soit on revient à la 
définition du tenseur, soit on vérifie que dans un changement de base, 
les quantités se transforment selon les formules de transformation, soit 
encore, on utilise le produit contracté. Plus précisément, on a les résul- 
tats suivants. 


Proposition 6.6.7. Si le produit contracté d’une quantité T par tout 
tenseur arbitraire est lui-même un tenseur, alors T est aussi un tenseur. 


Proposition 6.6.8. Pour que n° quantités t soient les composantes 
d’un tenseur il faut et il suffit que, quel que soit le tenseur d'ordre 1 
de composantes v*, les n? quantités du produit contracté t? v? soient les 
composantes d’un tenseur. 


Exemple 6.6.9. Le produit contracté du symbole de Kronecker Sivi = y 
par un vecteur reproduit ce même vecteur. Le symbole de Kronecker est 
donc un tenseur. 
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6.7 Tenseurs symétriques et antisymétriques 


Définition 6.7.1. Un tenseur T;j est symétrique si T;; = T;; et antisy- 
métrique si Ti; = —T;. 
Cette définition se généralise à des tenseurs de rang supérieur. Un 
tenseur se compose d’une partie symétrique, notée 
1 
Tan = z (Tu + Tj) 
et d’une partie antisymétrique notée 


1 
Tij = 5 Ti — Ti) 


Cette notation s'étend à des produits du type 
1 
SET = z (SiTi + TS) 


Proposition 6.7.2. Si T est symétrique, alors T est indépendant de la 
base. 
Démonstration. Dans un changement de base 
Or’ ðx? 
iI Ori dx 


et 
Ox? Ox! x! Ox? 
ji ai Əxi ba = Sri Əxi ba 
Or si T est symétrique Tap = Tba et par conséquent Ti; = Tj;. De la 
même façon, 


Tİ = GOTI = gags, 
Ag The = gATŸ = TË 


Proposition 6.7.3. Si T est un tenseur symétrique et S un tenseur 
antisymétrique, alors T” Sij = 0. 
Démonstration. Comme 
1 
Sij = 3 (Sis + Sij) = 5 (Si — Sji) 


On a 


M Pa 
T” Sij = 5T” (Sij — Sji) = 
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soit en renommant les indices dans le deuxième terme 
TË Sj = : (TÜs:; - T#5;) 
et puisque T est symétrique 
TS = (ris) - T” S) 


= ST” (Sij — Sij) = 0 


6.8 Algèbre extérieure 


Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies n sur un 
corps K. 


Définition 6.8.1. Une application bilinéaire alternée E x E — F est 
une application linéaire sur chacun des facteurs qui s’annule quand on 
l’évalue sur un même vecteur f(x,x) = 0. 


Définition 6.8.2. Une application p-linéaire alternée EP — F est une 
application multilinéaire sur chacun des facteurs qui s’annule quand on 
l’évalue sur un p-uplet contenant deux points identiques, autrement dit, 
s’il existe deux indices à Æ j tels que x; = x; alors f(æ1,.….,%p) = 0. 


Définition 6.8.3. Soit E un espace vectoriel sur un corps K. L’algèbre 
extérieure A(E) est le quotient de l'algèbre tensorielle T(E) par l'idéal 
bilatère des éléments x @ x pour x € E. Le produit extérieur a A b de 
deux éléments est le produit induit par le produit tensoriel de T(E). Les 
éléments de A(E) sont appelés des p-vecteurs. 


L'application m : T(E) — A(E) est une surjection. Si a et b sont des 
éléments de A(E), alors il existe des éléments a et 8 tels que T(a) = a 
et r(B) = b, et a Ab = (a Q B). Comme a et b ne dépendent pas du 
choix de a et B, le produit extérieur est bien défini. 


Remarque 6.8.4. En reprenant le langage de la théorie des catégories, 
il est possible de donner une définition catégorique de l’algèbre exté- 
rieure. Considérons la catégorie dont les objets sont les couples (V, f) 
où V est un espace vectoriel et f : EP € V une application p-linéaire 
alternée et les flèches (V, f) — (V7, f’) sont les applications linéaires 
g: V — V' telles que go f = f’. L'objet initial de cette catégorie est 
l’algèbre extérieure sur E. 
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Exemple 6.8.5. Le nom « extérieur » vient du fait que le produit 
extérieur u A v de deux vecteurs u et v n'appartient pas au même 
espace que u et v, mais à l’espace A?(E). Le produit vectoriel de deux 
vecteurs u = (u1, u2, u3) et v = (v1, v2, v3) est le vecteur de composantes 
u AU = (uaU3 — U3U2, UZVI — U1V3, U1V2 — UVI). Îl west défini qu’en 
dimension 3, alors que le produit extérieur est défini dans toutes les 
dimensions. Le produit extérieur de deux vecteurs est un bivecteur. Si 
les vecteurs sont représentés comme des fragments de droite orientée, le 
bivecteur représente laire du parallélogramme orienté construit sur ces 
deux vecteurs, l’aire étant comptée algébriquement (avec son signe). Par 
exemple, dans le plan réel, les vecteurs u = (1,0) et v = (0,1) ont pour 
produit extérieur u ^v = +1 (car le parallélogramme est construit sur u 
suivi de v qui tourne dans le sens trigonométrique) et v ^u = —1 (car 
le parallélogramme est construit sur v suivi de u qui tourne dans le sens 
inverse). 


Le produit extérieur hérite par construction des propriétés des appli- 
cations alternées. En particulier, 


e le produit extérieur est anticommutatif 
TAY=—-YAX 
e pour toute permutation o des entiers {1, 2, ..., p} on a 
To(1) À + À To(p) = S8n(0)T1 A... À £p 
où sgn(o) est la signature de la permutation ; 


e six; = xj pour un couple d'indices i Æ j, alors xı A... A £p = 0. 


Définition 6.8.6. La p-ième puissance extérieure de E notée AP” (E) est 
le sous-espace vectoriel de A(E) engendré par les éléments de la forme 
z1 A.. A £p, pour zj E E et j = 1,2, ..., p. 


e Si (e€1,€2,..,€n) est une base de l’espace vectoriel Æ, alors 
Pensemble 


{ei A eiz A.. A €i, | k = Tin et 1 <ii < iz <... < ik SN 


est une base (é;);er de AP” (E) ; 


. £ . ! 
e APE est un espace vectoriel de dimension 2 = 77 


Php) ? 
e si E est un espace vectoriel de dimension n sur K = R, alors 
l’algèbre extérieure est une algèbre graduée 


A(E) = AE) @ A} (E) @ ….® A"(E) 
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avec par convention AU(E) = R et A(E) = 0 si p > n. En parti- 
culier, 


AP(E) A W(E) C APE) 
e six € AP(E),y € A9(E), alors 
zAy=(-1}yAx 


e soit a un élément de \(E). Si a peut s'exprimer comme le pro- 
duit extérieur de p éléments de E, on dit que «a est décompo- 
sable. Bien que les éléments décomposables engendrent A?(E), 
tous les éléments de A?(E) ne sont pas toujours décomposables. 
Par exemple sur Rt, le quadrivecteur de la forme symplectique 
a = e1 A e2 + €3 ^A €4 (a Aa Æ 0) n’est pas décomposable. Le rang 
d’un p-vecteur est le nombre minimal de p-vecteurs décomposables 
dont il est la combinaison linéaire. 


Théorème 6.8.7 (Propriété universelle). Soit E un espace vectoriel sur 
un corps K. Pour toute algèbre A unitaire associative et toute application 
linéaire f : E — A telle que f(v)f(v) = 0 pour tout v € E, il existe 
un unique homomorphisme d’algèbres unitaires h : A(E) — A tel que 
hoi(v) = f(v) pour tout v E€ E où i est l'inclusion naturelle de i: E > 
A(E). 


Théorème 6.8.8. Soit u : E — F une application linéaire, alors il 
existe une et une seule application linéaire g : AP(E) — AP (F) telle que 


g (£1 A ~. A £p) = AN A U(Ep) 


Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension finie n. Les 
sous-espaces A”™P(E) et AP(E) sont de même dimension. On définit un 
isomorphisme linéaire, noté x et appelé dualité de Hodge. Pour toute 
base orthonormale directe (e1, ..., €n), on a 


x(e1 A.. A €p) = ep1 ^- A ên 


On étend par linéarité à toute l’algèbre extérieure et on démontre que 
cette définition est indépendante du choix de la base. L’application de 
l'opérateur de Hodge deux fois donne l'identité au signe près. Plus pré- 
cisément, 


Proposition 6.8.9. Pour tout p-vecteur de n € AP(E) d’un espace de 
dimension n, on a 
san = (DA 
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6.9 Produit mixte et produit vectoriel 


Les sciences physiques utilisent abondamment le calcul tensoriel. Dans 
un espace euclidien muni d’une base orthonormée directe (orientée posi- 
tivement), les calculs se simplifient grâce à l’utilisation des symboles de 
Kronecker et de Levi-Civita. 


Définition 6.9.1. Le symbole de Kronecker 0;; est défini par 


1 si i=j 


dij = ô; = Ô f ia 


Définition 6.9.2. Le symbole de Levi-Civita €;;4 est défini par 


+ si (à3,2) = (1,2,3),(2,3,1) ou (3,1,2) 
Eijk =$ —1 si (i,j,k) = (1,3,2), (2,1,3) ou (3,2,1) 
0 si i=jouj=kouk=i 


qui dépend de la signature de la permutation de (i, j, k), +1 pour les per- 
mutations circulaires (permutations paires), —1 pour les permutations 
impaires et 0 dans le cas d'égalité des deux indices. 


Définition 6.9.3. Soit E un espace euclidien orienté de dimension n 
muni d’une base orthonormale directe B. Le produit mixte de n vecteurs 
de E est défini par le déterminant des coordonnées de ces vecteurs dans 
la base B 

[Ei Eoy Tn] = det(zı, md) 


Le produit mixte ne dépend pas de la base choisie et représente le 
volume du parallélotope formé sur les n vecteurs. Dans l’espace euclidien 
R3, le produit mixte de trois vecteurs a, b, c est donné par le déterminant 


ai 2 Q3 
[a,b,c] =| bi b2 b3 |=a. (bxc) 
C1 C2 C3 


Définition 6.9.4. Soit E un espace euclidien orienté de dimension finie. 
Pour tout (£1, £2, .., £n—1) de E"-1, il existe un unique vecteur noté 
æ1 X- X Æn_1 et appelé produit vectoriel de (x1, £2, ..., Æn-1) tel que 
pour tout x E€ E, on a 


iris le Gr Nan) 


Remarque 6.9.5. En France, on emploie le symbole wedge pour dési- 
gner le produit vectoriel xı A :::1x,_1, ce qui prête à confusion avec la 
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notation du produit extérieur. Le produit vectoriel est le vecteur ortho- 
gonal à l’hyperplan formé par les vecteurs (z1, £2, ..., &n—1), de norme 
égale au volume du parallélotope formé par ces vecteurs et tel que la 
base (x1,%2,.…., Æn_1,x) est directe. Le produit vectoriel est donc un vec- 
teur du même espace, alors que le produit extérieur n’appartient pas au 
même espace mais à l’espace extérieur A"-1(E). Le produit vectoriel et 
le produit extérieur sont liés par la dualité de Hodge. Plus précisément, 
le produit vectoriel zı À +-+- A x,_1 est l’unique vecteur 


Ti A A En-1 = X(T1 X X Tn_1) 


En appliquant la formule * x n = (—1)(-1y pour un (n — 1)-vecteur 
dans un espace de dimension n, on a 


EE E E E 


Proposition 6.9.6. Le produit vectoriel de (x1, £2, ..., &n—1) dans la base 
B = (e1, ...,e€n) a pour coordonnées les cofacteurs de la matrice 


€l .. En 
1 n 
Ti ... Ti 
L1 X °°" X Tn—] Z h 
1 n 
Th] Th] 


En particulier, pour deux vecteurs (a,b) dans l’espace R? rapportés 
à la base orthonomale directe (e1,e2,e3), le produit vectoriel a pour 
expression 


axb=| a; a2 a3 


et donc pour coordonnées 


a2b3 jou a3bə 
a3bı — a1b3 
a102 = a2bı 


Le produit vectoriel de deux vecteurs a et b non colinéaires peut aussi se 


définir comme l’unique vecteur c tel que (1) c est orthogonal aux deux 
vecteurs a et b, (2) la norme de c est 


lell = llall [bll sin(a, b) 
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et (3) la base (a,b,c) est de sens direct. On étend cette définition par le 
fait que le produit vectoriel de deux vecteurs colinéaires est (par défini- 
tion) nul. Le produit mixte de trois vecteurs s’exprime plus simplement à 
l’aide du symbole de Levi-Civita (avec sommation sur les indices répétés) 


[a,b,c] = a:(b x €) = cijkatbi că 
Dans la base (ef), le produit vectoriel de deux vecteurs est donc 
axb= Eijra be" = Epija be" — eirab ef 
et pour trois vecteurs, les composantes du produit mixte vectoriel 


(a x b x c)i = Eijk Ekimb e™ = EijkEkima bc" 

= —EijkEmkab'c™ = (630 jm — OimÔ1;)a DC" 
abc — albi ci 
= b;(a-c)—c;(a:b) 


Ce qui démontre la formule de Lagrange 


a x bx c= (a-c)b— (a-b)c 


6.10 Exercices 
Exercice 6.1. Montrer que le produit tensoriel de deux vecteurs est 
commutatif si et seulement si les deux vecteurs sont colinéaires. 


Solution 6.1. Notons (e;) la base et soient X = zte; et Y = yte; deux 
vecteurs. Le produit tensoriel commute si et seulement si 


XOY = YƏX 


r'y eige; = y rej ei 
ry = yr 
x? x) 
SE = — = cte 
y y} 


si et seulement si les vecteurs sont colinéaires. 


Exercice 6.2. On considère un tenseur T de composantes TE 


Th = LA ThE TST 
TA — 2, Th =0, TA = 1, TE = —2 


1) Écrire les composantes du tenseur contracté R. 
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2) On se donne une base dans laquelle le tenseur G a pour matrice gij 


—2 1 
Jij = 3 1 


Calculer les composantes covariantes Tijk du tenseur T. 
3) Calculer les composantes du tenseur de composantes mixtes 77. 


Solution 6.2. 1) La contraction de T conduit à un tenseur de compo- 
santes T; (somme sur i) qui a deux composantes Rı = T4 + T3 = 1 et 
2) Les composantes covariantes sont Tijk = guiT'y d’où 
Tijk = gui The + JaT 
soit 
Tu = 6, Tuz = —2, Tizi = 5, Ti22 = —10 
Tai = —2, Ta2 = 1, T221 = —2, T222 = 4 


3) Comme TË = gl T$, il faut calculer l'inverse gŸ de la matrice telle 


que g% grj = di 
.. 1 1 
ij — 
D’où la somme TH = g Ti, + g” Th, 
TH = —1, TF =5, TF =7, Ti = —6 
TP = 2, TP =4, TF =5, T = —4 
Exercice 6.3. On note ĝ;;j le symbole de Kronecker et on se place dans 
l’espace réel de dimension 3. 
1) Calculer O dijdi et OijOikÔ jh 
2) Simplifier les expressions 0;;0;x et Ôijalik- 


) 
3) En contractant les indices, calculer le produit 0,0 ;k0 pô pi. 
4) On note &;; le symbole de Levi-Civita défini par 


+1 si (i,j,k) = (1,2,3),(2,3,1) ou (3, 
Eijk — =i si (i, j, k) T (1,3,2), (2,1,3) ou (3 
0 si i=jouj=kouk=i 


qui dépend de la signature de la permutation de (4, j, k). En utilisant la 
relation (somme sur i = 1, .., 3) 


EijkEimn — Ô jÿmÔkn = Ô jnÔ km 
montrer que (somme sur à et j) 


EijmEijn = 2ômn 
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Solution 6.3. 1) On a 
ðu = Ðg x = Ô11 + 022 + 033 = 3 
Siji = Pj= Oijdi = Ôn1011 + 022022 + 033033 = 3 
DORE = DONS 


2) 
Sijôje = Ð} GO = Ôik 
bijoux = Ðz Õijalik = Ajk 
3) 
ÔijÔjkÔkpôpi = ijôjkÔki = Îijðji = fu = 3 
4) 
D ja EijmEijn = Üjj0mn — Ôjnûmj 
= 30mn Ti Ômn 
— 20mn 


Exercice 6.4. En utilisant l’isomorphisme linéaire de R? qui identifie 
un vecteur a = (a1,a2,a3) avec la matrice antisymétrique 


0 —a3 a2 
à = a3 O  —a: 
—@2 ai 0 


montrer, en utilisant des relations matricielles, que 
cx(bxa):-d= (axb): (cxd) 


Solution 6.4. Sous forme matricielle, utilisant les propriétés des 
matrices antisymétriques, on a 


cx(bxa)-d = (atd = a'bèd 
(—ba)tĉd = (@b)têd 
= (axb) (cxd) 


` 


Exercice 6.5. D’espace est rapporté à un repère orthornomé direct 
(ex, €y,€z). On se propose d'étudier les coordonnées du gradient dans 
un changement de base en coordonnées cylindriques (r, 0, z) définies en 
tout point M tel que 

X = Teg + Yey + Zez 
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par 


x = Tr cos 0, y = rsin 0, z= 


où r > 0. 1) Exprimer le gradient d’un champ scalaire T dans la base 
locale (e,,eg,e;). 2) Même question lorsque v (la vitesse par exemple) 
est un champ de vecteur. 


Solution 6.5. 1) Dans la base locale 


er = cosĝlegr + sin bey 
eg = —sinĝer + cos bey 
E; — €; 
soit 
X = Ter + zez 
et 


der = eodb, deg = —e,;db, de, = 0 


Par conséquent, en notant 
o 
Or 


et de même pour les autres symboles, on a 


ð, = 


dx(r,0,z) =  à,xdr + xd + 0,xdz 
erdr + reod0 + e,dz 


Le gradient d’un champ scalaire T s’écrit 


dT = VT -dx =VT :(e,;dr + reod0 + e,dz) 
0, Tdr + 09T d0 + O,Tdz 


d’où en identifiant les composantes 
1 
VT -er = O,T, VT eg = T, VT - ez = 0,T 
r 


soit 
1 
VT = 0,Te, + -Teg + -Tez 
r 


2) Pour un champ de vecteur 


U = Urer + Voeg + Vzez 


156 Algèbre tensorielle et extérieure 


son gradient est un champ de tenseurs d'ordre 2, T = Vv. En utilisant 
les expressions des dérivées partielles, on a 


Ter = Trrer + Toreo + Terez = Orv 
= pUVrer + rvoeg + rVzez 


1 
T-eọ = Troer + Togeg + Toez = z200 


1 
= + (dgvrer + Vreg + Davoes — Voer + Dave) 
Tee, = Trier + Toto + T,,e, = dv 
=  O,vrer + O,vpeg + OzVzez 


D'où l’expression du gradient dans la base locale 


pur (Ogur — ve)/T Ov 
Vu— | vg (gvo +v)/r Ov 
dv; (dgv,)/r OI 


T 


Formes différentielles 


Les formes différentielles sont les outils de calcul sur les espaces tan- 
gents. Ce sont des champs d'applications multilinéaires alternées dont 
la manipulation est rendue aisée par l'introduction d'opérations comme 
les produits extérieurs, intérieurs (contractés) et les dérivations. 


7.1 Formes différentielles 


Soient M une variété différentiable et x un point de M. 


Définition 7.1.1. Une p-forme différentielle (ou une forme différentielle 
de degré p) w de classe C} sur une variété M de dimension n est une 
section du fibré vectoriel de classe C% des p-formes extérieures du fibré 
cotangent, 7, : APT*M > M. 


À tout point x de M, la p-forme différentielle w définit un élément 
wg € NPT*M. Cet espace est isomorphe au dual des p-formes extérieures 


AT*M © (APT, M) 


La forme différentielle w est aussi une forme linéaire wz : APT,M —> R. 
Par la propriété universelle des puissances extérieures, cela équivaut à 
dire que wz est une forme p-linéaire alternée 


p 
we : ATM > R 


n=l 
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Une p-forme différentielle associe à tout x de M une forme p-linéaire 
alternée w, sur l’espace tangent TyM de M en x. La définition peut se 
reformuler de la manière suivante. 


Définition 7.1.2. Une p-forme différentielle est une section du fibré vec- 
toriel APT*M — M. Autrement dit, une forme différentielle w de degré 
p sur M est un champ d’applications p-linéaires alternées sur les espaces 
tangents TyM tel que pour tout champ de vecteurs X1, X2,..., Xp, la 
fonction z + wr(X1(x), Xo(x),... X,(x)) est linéaire et de classe C®. 


Soit M une variété différentielle de dimension n. L’antisymétrisation 
(alternation map en anglais) est l’application 


Alt : Q) PT*M > Q) PT*M 


qui associe à toute forme p-linéaire ty au point x € M, pour tout 
(X1, X2, ..., Xp) € TaM, la quantité 


Alt(tz) (X1, X2,- X, a N sgn(o Xo J X5(2): Pre) 
P: ES, 


où la somme porte sur toutes les permutations © du groupe symétrique 
Gp. Elle induit un plongement 


Alt: N PT*M > Q) PT*M 
Définition 7.1.3. Une p-forme au point x de M est l’image d’une forme 
p-linéaire par l’antisymétrisation. 


Théorème 7.1.4. La correspondance qui à une forme différentielle w de 
degré p sur M associe la p-forme extérieure (X1, ..., Xp) œ> w(X1,..., Xp) 
sur TM est un isomorphisme. 


En coordonnées locales, dans une base de coordonnées e; = 2, la 
base duale est définie par 


dr'(ej) = ô 


une p-forme w s'écrit soit comme un élément de l'algèbre extérieure 


w= 5 Wiz ip Ai Acc A dzi, 


i1<=-<ip 


soit comme un élément de l’algèbre tensorielle 


Y ni 1 
Ds PR E P dr” Q- - Q dx? 


dj. -Jp 
pl, £ -<ip 
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avec sommation sur les indices répétés, puisque 


dzi, A --- A dzi, = sgn p pi K dr Q- Q dx? 
J1 EF Jp 


où sgn est le signe de la permutation qui est égal au déterminant 


ii 11 
: 0; HA di, 
sén| "+ © P le : : 
J1 sus Jp g? s? 
ji Lu Jp 


Définition 7.1.5. Une 1-forme (ou covecteur ou forme différentielle de 

degré 1) au point x de M (de classe C°°) est une application linéaire de 

l’ensemble des champs de vecteurs différentiables ¥ (M) dans l’ensemble 

C?(M) des fonctions lisses sur M. En d’autres termes, une 1-forme est 

une application lisse w : TyM — R, qui à un champ de vecteurs X 

associe w( X) telle que pour tout a,b réels et deux champs de vecteurs 

X et Y on a : 

w(aX + bY) = aw(X) + bw(Y) 

L'ensemble des 1-formes est noté Q!(M). 

Exemple 7.1.6. 1. Une 1-forme est une section différentiable du 
fibré cotangent. Par exemple, la différentielle (totale) d’une fonc- 
tion f : R” > R en un point a € R” qui s'exprime dans un système 
de cartes locales par 


dfa = 3. (a)dz’ 


élément du fibré cotangent (TaR”)* est une 1-forme différentielle. 


2. En mécanique quantique, les bras sont des 1-formes (Y|. Ils s’ap- 
pliquent linéairement sur les kets |x) pour former des fonctions 
d'onde (Y | x). 


Il y a une dualité entre les 1-formes et les vecteurs de l’espace vectoriel 
tangent TyM, notée 
(X, w) (x) = wr(X) 


Cette dualité repose sur légalité 
wsl X) = X (wr) 


De ce fait, les propriétés des 1-formes sont analogues à celles des champs 
de vecteurs. 
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Exemple 7.1.7. Soit M une variété de dimension n. Le fibré tangent 
TM est l’ensemble des vecteurs contravariants (notés xt avec l'indice 
en haut). Il est muni d’une base formée de n vecteurs e; = 9/x°. Le 
dual du fibré tangent est appelé le fibré cotangent et noté T*M. C’est 
l’ensemble des vecteurs covariants (notés x; avec l’indice en bas) ou 
encore ensemble des 1-formes. Il est muni de la base duale formée des n 
vecteurs dz? appelée corepère telle que 


En coordonnées locales, dans le corepère (dx), une 1-forme w s'écrit 
w = widz = wida! +... +w,dx" 


avec la convention de sommation sur les indices répétés en haut et en 
bas. Les composantes wi(x) de w dans la base (dx') sont des applications 
de classe CF. 


7.2 Algèbre des formes différentielles 


L'ensemble des p-formes différentielles est noté QP(M). Si p > n, 
l’ensemble des p-formes est vide. L'ensemble QU(M) est l’ensemble des 
fonctions différentiables sur M. L’addition de deux formes différentielles 
a et 5 de même degré est l’application a+ 8 : £ > ax + Bz. On définit 
la multiplication externe Aw d’une forme différentielle w par À € R par 
Aw : £ > Awg et le produit extérieur de deux formes 


A: (M) x DM) = DIM), (a, Bjr aAB 


qui est une loi bilinéaire associative et anticommutative 


QA(B+B2) = aABi+aAb 
(a1+@)AB = A+ 
f(aAB) = fañnB=anfs 


L'ensemble des formes différentielles forme une algèbre appelée algèbre 
extérieure ou algèbre de Grassmann. 


Proposition 7.2.1. Si a € QP(M) et B € QIUM), alors 
a\B=(-118 Aa 


Proposition 7.2.2. L'algèbre extérieure des p-formes sur une variété 
M de dimension n est une algèbre associative, unitaire, graduée et anti- 
commutative 
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7.3 Image réciproque 


Définition 7.3.1. Soient f une application différentiable de M sur N, x 
un point de M. L'image réciproque (pullback) de la p-forme w par ọ est 
la forme (o*w); telle que pour tout champ de vecteurs X1, X2,... Xp € 
TM, 


(or (X1, X2,..., Xp) = bte (fr X1, df X2,- , fe Xp) 

où dp,X; est le transformé par 4 du vecteur tangent Xj. 
Proposition 7.3.2. L'image réciproque y* est linéaire et vérifie 

1. p'(wi +w2) = p'(wr) + p'(wa) 

2. ~ (fw) = (fo p) (w) 

3. g“ (wi A w2) = g" (w1) À p'(w2) 

4. (pop) = do p* 

Soient M et N deux variétés et f : M — N. En coordonnées locales, 
on note (x1, £?, ..., x") les coordonnées d’un point de M et (yt, y?, ..., y”) 


les Don lonées de y = f(x) sur la variété N. On suppose que la fonction 
f permet de passer d’un système à l’autre par les formules 


= filat, a) 
Une p-forme w € QP(N) s'écrit 
w= 5 Wir...iplY)dYin À... A dyip 

ii<- <ip 
formule dans laquelle les coefficients wi... sont des fonctions de y = 
(yt, y2, ..., y"). L'image réciproque de w est 

Poe. X (wai Pdfa A... A dfi 
i1<=-<ip 


Théorème 7.3.3 (Changement de variables). Soient f une fonction 
de M sur N, x un point de M et y = f(x). L'image réciproque de la 
fonction f s'exprime en coordonnées locales par 


S alfas fip) 

* es 1? ? xi J 

f Ww = (wi. ip © DGA EH He 1 SN dx P 
ii< <ipji <: <jp 2 ? 


où le rapport des ð est le déterminant de la matrice jacobienne restreinte 
aux colonnes jı, ..., jp et aux lignes i1, ..., ip 


(Ca) 
OL J 1<lk<p 
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Exemple 7.3.4. 1. Soit f : R —]0,+co{, la fonction f(x) = e” alors 


d 
7 (=#) = dr 
y 
2. L'image réciproque de la fonction f : R? > R?, (r,0) + 
(rcos0,r sin 0), qui permet le passage des coordonnées cartésiennes 
aux coordonnées polaires (x = rcos,y = rsin) de la forme 


w = dx ^ dy, est f*(w) = rdr À d8 car le jacobien de cette trans- 
formation vaut r. 


3. Soit f l'application de ]0,+o[XR dans R?— {0} qui à (r, 0) associe 
(r cos 0, r sin 0), alors 


> ee) - 
f ( PFP = dð 


7.4 Différentiation extérieure 


Définition 7.4.1. La différentielle extérieure est une application 
d: P(M) > PHM), wr dw 


vérifiant les propriétés suivantes : 
1. Sur Q?(M) la différentielle extérieure coïncide avec la différentielle 
des fonctions. 
2. d(wi + w2) = dw1 + dw. 
3. d(dw) = 0. 
4. d(a ^ 8) = da AB+(-1}a A dB. 
Proposition 7.4.2. Pour toute variété différentiable M et pour tout 


entier p, il existe une et une seule différentielle extérieure. 


Exemple 7.4.3. Sur un ouvert de RÌ, les formes de degré O et de degré 
3 (p(x)dx1 À dx2 ^A dzz) s’identifient aux fonctions. Les formes de degré 
1 (p1(x)dx1 A pa(x)dx2 A ps(x)dx3) et de degré 2 


q(x)dx2 A dxs + q2(x)dz3 À dzı + q3(x)dxı A dx2 


aux champs de vecteurs. Les différentielles extérieures entre ces espaces 
correspondent à des formes bien connues (gradient, rotationnel et diver- 
gence) 


d t di 
Qo grad Q! ro N (2 ii Q3 
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7.5 Produit intérieur 


Soit M une variété de dimension n, X un champ de vecteurs sur M 
et w une forme différentielle de degré p. 


Définition 7.5.1. Le produit intérieur (ou produit contracté) d’une 
forme w € (M) par le champ X est l’application linéaire 


ix : DM) = QPIM) 
qui à w associe ixw défini pour tout champ de vecteurs X1, ..., X,_1 par 
A as Xp-1) = w(X, X2..., Xp-1) 
Soit en coordonnées locales 


1 : x 
pie A dE A... Adz? 


(p- 1)! 


(avec sommation sur les indices répétés) et k = i1, ..., ip. 


ixw = 


En sommant sur k, l'expression du produit intérieur est 
iyw = Wi iz, ip X da”? A..." dr? 
—Wi i2, ip XPda” A dr'® A... Adz? 
+H (D lui X Pdr" À... A dr 
Exemple 7.5.2. Pour une 1-forme w, le produit intérieur de la forme 


w 
w(X) = widr (X) = wi Xi ói = w; XÍ = (w, X) 


est le produit 


1 
ixw = gx" = (w, X) =w(X) 


Le produit intérieur a les propriétés suivantes : 


1. Le produit intérieur est linéaire. Pour toute forme w1, w2 € QP(M), 
ix (wi + w2) = ix (w1) + ix (wa) 


2. Le produit intérieur iy : QP(M) — QP-I(M) est une antidériva- 
tion de degré —1. Pour tout aœ € QP (M), 8 € QI(M), 


ix(a A B) =ixa AB + (—1}?a Aix 
3. Le produit intérieur est de carré nul 


uw = 0 
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4. Le produit intérieur vérifie pour tout f € C°(M,R) 
ifx = fix 
Proposition 7.5.3. Le produit intérieur ix, la différentiation extérieure 
d et la dérivée de Lie Lx vérifient l’égalité 
Lx =ixod+doix 


Proposition 7.5.4. La dérivée de Lie Lx : ®(M) — OP(M) est une 
dérivation de l’algèbre QP(M) 


Lx(a ^B) = Lx(a) AB+aALxt(B) 


Proposition 7.5.5. La différentielle extérieure d : QP(M) — QPH(M) 
est une antidérivation de degré +1. 


Théorème 7.5.6. Soient M et N deux variétés différentiables de classe 
C®. Pour tout difféormorphisme local C®, p : M — N, pour tout champ 
de vecteur de classe C® X sur N, et pour toute forme différentielle w 
de classe C® sur N 


p'(Lxw) = Lé-x(p'w) 


7.6 Intégration des formes différentielles 


Il existe différentes manières de définir l'intégration d’une forme dif- 
férentielle sur une variété : à partir de l'intégrale de Lebesgue, d’une 
partition de l’unité, sur une chaîne ou le long des fibres. Nous partirons 
de l'intégrale de Lebesgue. 


Définition 7.6.1. Soit w = fdx1 A --- A d£n une forme différentielle 
à support compact sur un ouvert de R”. L'intégrale de w sur U est le 


nombre 
f= hysa 
U U 


où u est la mesure de Lebesgue du = dz1...d£n. 


Soient V un ouvert de R” et h = (h1, ..., hn) un difféomorphisme de 
V — U qui préserve lorientation, c’est-à-dire tel que le déterminant 
jacobien est positif 
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Le changement de variables est donné par la formule 


Lu= | foha (ou) du 


D'où l’on déduit que 
Í w = J h*w 
U V 


Théorème 7.6.2. Soit M une variété de dimension n orientée. Il existe 
une forme linéaire w + fyw de l’ensemble des formes différentielles à 
support compact sur M telle que si h est un difféomorphisme d’un ouvert 
U sur un ouvert V de R”, et si w est une forme différentielle à support 
compact sur M et de support contenu dans V, alors on a 


fu fau 
M U 


Ce nombre est appelé l'intégrale de w sur M. 


Remarque 7.6.3. Si h renverse l'orientation, l'intégrale change de signe 


f ro=-f w 
U M 


Corollaire 7.6.4. Si M et N sont deux variétés orientées de dimension 
n, et h un difféormorphisme de M sur N qui préserve l'orientation, alors 
pour toute forme différentielle à support compact sur N, on a 


Jas] h*w 
N M 


Théorème 7.6.5 (Formule de Stokes). Soit M une variété orientée 
à bord de dimension n de classe C® et soiti: OM => M l'injection 
canonique du bord de M dans M. Soit w une forme différentielle de 
classe C! à support compact de degré n—1, d la différentiation extérieure, 


alors 
1 dw = 1w 
M ƏM 


Exemple 7.6.6. Soient U un ouvert de R? et w = udx + vdy où u et v 
sont des fonctions C® de (x,y). 


fo 
OU 


II 
Sa 
o 

e 

a 

8 

+ 
è 
a 
& 


| 
Q&Q 
ET 
PTS, 
>> 
à | 
l 
|F 
|e 
Der 
a 
a 
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On retrouve le théorème classique de Green-Riemann. Dans le cas de R° 
et w = udx + vdy + wdz, la formule devient 


a s a E 3) ae 


ðv ðu 
F (è = S) dxdy 


Exemple 7.6.7. Soient D un domaine compact à bord lisse de RÌ et 
w = dx À dy ^ dz la forme volume sur R3. Soit X un champ de vecteurs 
sur D. On note ix le produit intérieur de w sur D. La divergence du 
champ de vecteurs X est telle que 


d(ixw) = div(X) -w 


La formule de Stockes devient dans ce cas la formule d’Ostrogradski 


f ixu = Í div(X) 


En particulier, si X est le champ défini par les fonctions (u,v, w) alors 
o o ð 
Jf (udy ^ dz + vdz ^ dx + wdx ^ dy) = aa 9e) rave 


Corollaire 7.6.8. Soient M une variété compacte orientée sans bord 
de dimension n et w une forme différentielle de degré (n — 1), alors 


T dw = 0 
M 


7.7 Formes exactes, formes fermées 


Définition 7.7.1. Soit w € QP(M) une p-forme différentielle. w est 
fermée si sa différentielle extérieure est nulle dw = 0 (on dit aussi que w 
est un cocyle). w est exacte s’il existe une (p — 1)-forme à € QP-1(M) 
telle que w = da (on dit dans ce cas que w est un cobord). 


Théorème 7.7.2 (de Schwartz). Une forme exacte est fermée. 


La réciproque est fausse. Il existe toutefois une réciproque partielle 
connue sous le nom de lemme de Poincaré. 


Lemme 7.7.3 (de Poincaré). Toute p-forme différentielle fermée sur 
un ouvert homéomorphe à R” (i.e. localement) est exacte. 
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Exemple 7.7.4. Lorsque la forme w n’est pas différentiable en certains 
points de R”, le lemme de Poincaré n’est plus valable. La forme 

_ ædy — ydx 

_ a2+y2 
est fermée sur U = R?\{0}, mais n’est pas exacte. En effet, il n'existe 
pas de fonction h telle que w = dh, car une intégration conduit à 


h(x, y) = arctan AC 
x 


où C est une constante. Mais h(x,y) n’est pas une fonction sur U car h 
varie de 27 autour de l’origine. 


Enonçons une variante du lemme de Poincaré. 


Lemme 7.7.5 (de Poincaré). Soient M une variété différentielle et p 
un entier. Si p = 1 et si M est simplement connexe, alors toute 1-forme 
fermée est exacte. Si p > 1 et si M est contractile, alors toute p-forme 
fermée est exacte. 


Théorème 7.7.6. La différentielle extérieure commute avec l’image 
réciproque. Autrement dit, la différentielle extérieure de l’image réci- 
proque d’une p-forme est l’image réciproque de la différentielle extérieure 
de la forme différentielle 


d(f'w) = f* (dw) 

Exemple 7.7.7. Soit f l'application (r,0) + (rcos,rsin0). L'image 
réciproque de la 2-forme dx ^ dy est 

f'(dx À dy) =  d(rcosô) A d(r sin 4) 
(cos 0dr — r sin 0d0) A (sin dr + r cos 0dO) 
= rcos? 0dr À d8 — r sin? 048 ^ dr 
r (cos? 0 + sin? 0)dr A d0 
= rdr A dô 


Le p-ième espace de cohomologie de de Rham matérialise l’obstruction 
pour qu’une forme régulière fermée soit exacte. 


Définition 7.7.8. Soient M une variété, p un entier naturel et soient 
ZP(M) l’espace des p-formes fermées (ZP = ker dP) et BP(M) l’espace 
des p-formes exactes (BP = Im d?-!). Le p-ième espace de cohomologie 
de de Rham est l’espace vectoriel quotient 


_ ZP(M) ked 
-= Br(M) Imd! 


H(M) 
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des p-formes fermées modulo les p-formes exactes. On dit aussi que 
HP(M) est l’espace des p-formes fermées cohomologues à zéro. La dimen- 
sion dim HP(M) = b,(M) est appelée le p-ième nombre de Betti. 


Du point de vue catégorique, toute application différentiable h : M — 
N induit un morphisme h* : HP(M) — HP(N), qui induit donc un 
foncteur contravariant. L'espace HP(M) = 0 si p < 0 ou si p > n = 
dim M. 


Proposition 7.7.9. Si f et g sont deux applications différentiables 
M — N homotopes, alors f* = g*. 


Corollaire 7.7.10. Si M est contractile, alors HP(M) = 0, pour tout 
p > 0. 


Pour tout entier n, l’espace H"(M) ne dépend que de la topologie de 
M et non de sa structure différentiable. Le théorème de de Rham donne 
une première indication entre la relation de la topologie et les formes 
différentielles, puisqu'il établit entre elles un isomorphisme de groupes. 


Théorème 7.7.11 (de de Rham). Soient M une variété, w une forme 
différentielle de degré 1 et y : [0,1] — M un chemin sur M. Alors 


1 
[e= fire 
7 0 


Si y est un lacet alors l'application w — L w induit un isomorphisme de 
l’espace de cohomologie de de Rham H! (X) dans Hom(7ı(M), R). 


7.8 Orientation des variétés 


Définition 7.8.1. Soient b = (e1, ..., €n) et b = (e,,.…,e!,) deux bases 
d’un espace vectoriel E de dimension n sur R, et P la matrice de passage 
de bà b’. On définit la relation d'équivalence b ~ b' lorsque le déterminant 
de la matrice de passage P est non nul. Alors l’ensemble quotient E/~ 
a deux éléments qui définissent les deux orientations de Æ. 


Si l’espace vectoriel est euclidien, deux bases orthonormées b et b’ ont 
même orientation si det P = +1. 


Définition 7.8.2. Un fibré vectoriel E de dimension n est orientable si 
le fibré A” (E) des n-formes extérieures sur E est trivial. 


Proposition 7.8.3. Un fibré vectoriel E de dimension n est orientable 
si et seulement si il existe une section partout non nulle du fibré A(E). 
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Proposition 7.8.4. Un fibré vectoriel E de dimension n est orientable 
si et seulement si pour tout recouvrement d'ouverts trivialisants, il existe 
une trivialisation (U;, p;) telle que det (ejer!) >0. 


Définition 7.8.5. Soit p: L — M un fibré en droites. Le quotient de 
L — {0} par la relation d'équivalence p(x) = p(y) et x = Ay définit un 
revêtement à deux feuillets qu’on appelle le revêtement d'orientation de 
L. 


Théorème 7.8.6. Soit p: L — M un fibré en droites. Les propositions 
suivantes sont équivalentes : 

1. L est trivial. 

2. L a une section partout non nulle. 

3. Le revêtement d'orientation de L est trivial. 

4. L— {0} a deuz composantes connexes. 


Définition 7.8.7. Soit p: TM — M le fibré tangent d’une variété M. 
La variété M est orientable si son fibré tangent TM est orientable. 


Proposition 7.8.8. Soient M et N deux variétés orientées, f : M — N 
une submersion et y un point de N. La variété P = ft (y) est orientable. 


Définition 7.8.9. Une variété différentiable M de dimension n est 
orientable s’il existe un atlas différentiable (U;, p;) pour lequel les chan- 
gements de cartes ont un jacobien partout positif det (oser p >0. 

Exemple 7.8.10. Le cercle, la sphère, le tore sont des variétés orien- 


tables. La bande de Möbius, la bouteille de Klein sont des variétés non 
orientables. Vérifions que la sphère S? est orientable. 


S? = {(r,y,2) ER? : x? +y +2 = RY} 


Soient N = (0,0, R) le pôle nord de la sphère et S = (0,0, —R) son pôle 
sud. On désigne par pı : 8? — {N} > R? et pə : 8? — {S} — R? les 
projections stéréographiques. Le changement de cartes 


xR? yR? 
r2 + y2 À x2 + y? 


pı2(£, y) = | 


a un jacobien det Jac(,2) > 0. La sphère est donc orientable. 


En introduisant les applications gi; : U; NU; — {—1, +1} qui à x 
associe E 
Jac(p;v; )o:(x) 


[Jacto 1) (2) 


gij(x) 
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on définit un revêtement différentiable p : M — M à deux feuillets 
possédant des trivialisations. 


Définition 7.8.11. La variété M (ou le fibré p) est appelée le revêtement 
d'orientation de M. 


Proposition 7.8.12. La variété M est orientable si et seulement si le 
revêtement d'orientation est trivial. 


Proposition 7.8.13. Une variété différentiable simplement connexe 
est orientable. 


Théorème 7.8.14. Soient M une variété différentiable connexe, p : 
M — M son revêtement d'orientation. 


1. M est orientable si et seulement si p admet une section (en réalité 
deux). 


2. M est non orientable si et seulement si M est convexe. Et dans ce 
cas, le groupe fondamental contient un sous-groupe normal d'indice 
2. Le revêtement p est galoisien. 


Théorème 7.8.15. Toute surface non orientable est le quotient d’une 
surface orientable (son revêtement d'orientation) M par une involution 
de M dans M qui inverse l'orientation. 


Exemple 7.8.16. Le quotient du tore T? = St x S! par l’involution 
ile, ei?) = (e=, ei?) 
est homéomorphe à la bouteille de Klein. 


Définition 7.8.17. Soit M une variété différentiable de dimension n. 
Une forme volume est une section de la n-ième puissance extérieure A” M 
du fibré cotangent qui ne s’annule en aucun point de M. 


En coordonnées locales (xt, ..., x”), la forme volume s'écrit 
w = pdz! A- -- A dx" 
où Y est une fonction réelle différentiable qui ne s’annule pas. 


Proposition 7.8.18. Une variété M est orientable si et seulement si il 
existe une forme volume sur M. 


Théorème 7.8.19. Soit G un groupe discret opérant différentiablement 
proprement et librement sur une variété différentielle M. Si tous les 
difféomorphismes de G conservent l'orientation de M, alors la variété 
quotient M/G est orientable. 


Exemple 7.8.20. Le plan projectif P” (R) est orientable si et seulement 
si n est impair. 
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7.9 Exercices 


Exercice 7.1. On considère la forme différentielle de degré 1 définie 
par 


9 2 
w= dx dy 
y y 
sur Q = {(x,y) € R?,y > 0}. Montrer que w est fermée et calculer 
l'intégrale fogw sur une courbe allant du point (1,1) au point (2,1). 
Solution 7.1. La forme différentielle w = Pdx + Qdy est fermée, car 
ðP 00) 72% 
ðy ðr y 


Comme Q est étoilé, la forme différentielle w est exacte. On peut aussi 
le vérifier en calculant ses primitives 


Y 
De la première équation, on déduit que f(x, y) = zZ + g(y), et en repor- 


tant dans la deuxième équation, on voit que g/(y) = 0. Il s'ensuit que 
gly) = c, où c est une constante, et f(x,y) = 2? + ec. La forme w = df 
est par conséquent exacte. Comme le calcul de l'intégrale ne dépend pas 
du chemin parcouru, l'intégrale vaut 


f o=- 
C 
Exercice 7.2. Calculer la différentielle extérieure de 


1 ; ; 
g= gvida’ À dx? 


où ij = 1,2,3. 
Solution 7.2. On a 
1 , i 
dw = z3kwijda" A dz’ À dx? 
1 : f 
= (pwi; + iwp + Ours) dz? À dr? À da" 
6 I J J. 


= (jwz + ð2w31 + ðzwi2)dx! A dx? A dz? 


Exercice 7.3. On considère m 1-formes w au point x, combinaisons 
linéaires de m formes dz’, pour i = 1,...,m. On pose 


w = adz’ 


où les coefficients al € R. Calculer le produit wt A ::: A w™. 
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Solution 7.3. Par linéarité, on a 


WA Au = al dr” A... No Te 
= al a da MAS ONE 


1 m i1...i 1 m 
ai ee Ain Ôr mede A... Adr 


= det(a?)dx! A... dE" 


Exercice 7.4. On considère la forme différentielle w = w;(x°) sur R”. 
Calculer sa dérivée extérieure. 


Solution 7.4. 
dw = dw;A dxi = Dui pa À dzi 
Ox! 
=  iwodr! À dr? + widz? À dr! +... 
= 5 (diw; — jwi) dz? ^ dx) 
i<j 
= z1 (ðiwj — jwi) dx” A dx 


Les coefficients de la dérivée extérieure sont les composantes du rota- 
tionnel du champ de covecteurs w qui s'écrit aussi sous la forme 
dw = rot(w) = (djw; — djw;) dx° Q dx? 
Exercice 7.5. On considère la forme différentielle de degré 2 sur R? 
uw = Ÿ_wi;dx A dx? 
i<j 
Calculer la différentielle extérieure de w. 
Solution 7.5. 
dw = N dwijdz ^ dxi = V _dwi;dr" A dx° ^ dx) 
i<j i<j 
= ðzwigdr? ^ dx! À dx? + duwizdr? A dx! À dx + 
diwoszdr! A dx? À dx Es 
= (33w12 + ð2w31 + ð1wa3) dx! ^ dx? ^ dz? +. 
5 5: (OkwWij + dir + Ojwki) dx À dx? ^ dx" 
i<j<k 


1 l . 
= 3! (Oui + OU ik + Ojwki) da? À dxi À dx" 


Ce sont les composantes de la divergence du champ de tenseurs. 
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Exercice 7.6. Soient w une 1-forme w = w ;dx? et g une fonction. 
Montrer (en utilisant les exercices précédents) que l’on a 


rot(gw) = grot(w) + grad g A w 
Solution 7.6. On a 


rot(gw) = d;(gw;)dr* A dr? 
gü;(w;)dx* À dx? + d;(g)dx* A w;dx? 
gdw + dg A w 


Exercice 7.7. Vérifier la formule 
dix +ixd= Lxw 
pour une 1-forme w = w;dx) ; 
Solution 7.7. On calcule séparément chaque terme de la formule 
ixw = wX’ 


d’où l’on tire 
dixw = (djwi) X’dxi + wi(0;X*)dx? 


D'autre part, de 
dw = djw;dx) A dx° 


on déduit que 
ixdw = (jwi) Xİ dz’ — (jwi) X*dx? 
D'où 


(dix +ixd)w = (jwi) Xİdzr’ +w;(0;X*)dx) 
(Xt akwi + wô X") dz’ 


= Lxw 


Exercice 7.8. On considère deux champs de vecteurs X et Y et g une 
fonction. Montrer que l’on a 


(1) [Lx iy]g = üx,y19 = 0 
(2) [Lx,iv]dg = ixy]dg 
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Solution 7.8. 1) On a 


[Lx,iy]g = Lxiyg — iy Lxg = 0 et ix,»19 = 0 
2) On a 
[Lx,iy]dg = Lxivdg — iy Lxdg 
or 
Xg = (ixd + dix) 9 = ixdg 
d’où le résultat 
Lx(Yg) — iy(dix +ixd)dg = X(Y g) — iv d(ixdg) 
X(Y 9) — iY d(Xg) = X(Y 9) — Y (X9) = Lixy]9 = x ydg 


[Lx,iv]dg 


Exercice 7.9. Montrer que pour toute forme w € QP, on a 
Lixyjw = [Lx, Lylw 

sachant que pour toute forme extérieure on a 
[Lx, iy]w = igx yw 


Solution 7.9. En utilisant la formule dix +ixd = Lxw, et la commu- 
tativité dLyx = Lxd, le calcul conduit à 


Lixy]w = dix, yw + ijx,y]dw 
d|Lx,iyl]w + [Lx, iy]dw 
= dLyiyw — diy Lxw + Lxiydw — iy Lydw 


Lydiyw + Lyiydw — diy Lxw — iydLxw 
= LxLyw > Ly Lxw = [Lx, Lylw 


8 


Géométrie riemannienne 


Lorsqu'une variété est munie d’une métrique, il est possible de déve- 
lopper un calcul différentiel qui prenne en compte les problèmes de chan- 
gement de base. Une variété riemannienne est une variété sur laquelle est 
définie une métrique ayant de bonnes propriétés. L’outil principal pour 
déployer ce calcul différentiel est la notion de connexion. Les connexions 
permettent, comme leur nom l'indique, de connecter les plans tangents 
voisins (penser aux plans tangents à la sphère) pour introduire un cal- 
cul différentiel des champs de vecteurs comme s'ils étaient des fonc- 
tions définies sur toute la variété et à valeurs dans un espace vectoriel 
unique. Une connexion se caractérise par ses principaux invariants que 
sont sa courbure et sa torsion. Il existe sur toute variété une infinité de 
connexions affines, mais sur les variétés riemanniennes, il n'existe qu’une 
unique connexion de torsion nulle compatible avec la métrique appelée 
connexion de Levi-Civita. Choisir une connexion est en quelque sorte 
une façon de choisir la manière de dériver les champs de vecteurs. 


8.1 Variétés riemanniennes 


Une variété riemannienne est une variété différentiable munie d’un 
produit scalaire sur chaque espace tangent. Elle se définit à partir d’une 
métrique riemannienne, qui, elle-même, peut se définir à partir d’une 
métrique pseudo-riemanniennne. 
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Définition 8.1.1. Soit E — M un fibré vectoriel sur une variété diffé- 
rentiable M de dimension n. Une métrique pseudo-riemannienne est 
la donnée d’un tenseur symétrique de type (2,0), g: M — TÌM, 
£ > ggv, telle que la forme bilinéaire symétrique gx : TM x TM > R 
(X,Y) > gx:(X,Y) est non dégénérée, c’est-à-dire telle que pour tout 
XETM, 

g9z( X,Y) =0 <> Y =0 


Définition 8.1.2. Une métrique riemannienne est une métrique 
pseudo-riemannienne définie positive, c’est-à-dire telle que pour tout 
XETM, X#0, 

ga(X, X) > 0 


Définition 8.1.3. La signature de la métrique est la signature de la 
forme bilinéaire associée. 


Une métrique riemannienne g sur un fibré vectoriel E — M est donc la 
donnée d’un produit scalaire gy sur chaque fibre qui dépend de manière 
lisse du point de base x de M. Autrement dit, x + gx est une section 
en tout point définie positive du fibré vectoriel des formes bilinéaires 
symétriques. On dit que le couple (E, g) est un fibré riemannien. 


Définition 8.1.4. Soient (E,g) et (F,g) deux fibrés riemanniens sur 
une même variété M. Un morphisme de fibrés riemanniens f : (E, g) > 
(E, g') est un morphisme de fibrés vectoriels f : E — E’ tel que, pour 
tout point x de M, l'application linéaire fy : Ex — Fy est une isométrie 
linéaire, c’est-à-dire pour tout u,v € Ex, 


(au); fa(v)) = ga(u, v) 


Exemple 8.1.5. Tout produit scalaire sur R” induit sur tout fibré vecto- 
riel trivial M x R” — M une métrique riemannienne, pour tout x € M 
et tout u,v € R”, 


gr ((æ, u), (x, v)) = (u, v) 


Proposition 8.1.6. Soient g une métrique riemannienne sur E — M 
et N une variété. Pour toute fonction y : N — M différentiable, la 
métrique g induit une métrique riemannienne y*g sur le fibré vectoriel 
tiré en arrière y*E — N telle que le morphisme Q*E — E est un 
isomorphisme de fibré riemannien. 


Définition 8.1.7. Deux variétés riemanniennes (M, g) et (N, g’) sont 
isométriques s’il existe un difféomorphisme f appelé isométrie de M 
dans N tel que f*g = g. 
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En coordonnées locales, sur une base (e; = 2), on pose 
Ga (eis €j) = gij 


Le tenseur gij est une métrique riemannienne si et seulement si gij est 
symétrique (gij = gji), si la matrice est inversible (det gi; # 0, ce qui 
traduit le fait que la forme est non dégénérée) et telle que pour tout 
X Æ 0, gij XÝÍXÍ > 0 (ce qui traduit le fait que la forme est définie 
positive). L'élément métrique est alors le scalaire (somme sur les indices 
répétés) 

ds? = gijdx' dx? 


Dans un changement de base (EŻ = ae), la nouvelle métrique (qui est 


tenseur de type (2,0)) est donnée par la formule 


J 


Pl At ri 
Irs e, Qr As gi 


soit sous forme matricielle, en notant g la matrice (g;;) et œ la matrice 
(a3), 
g' = a'ga 


Comme la matrice est diagonalisable, il est toujours possible par 
un choix approprié de la transformation orthogonale de ramener 
une métrique (quelconque) g à une matrice diagonale de la forme 
(+1, ..., +1, —1,...,—1) formée de p valeurs +1 et de q valeurs —1. Le 
couple (p,q) définit la signature de la métrique. Lorsque q = 0, la 
métrique est définie positive (et donc riemannienne). Lorsque p = 0, la 
métrique est définie négative. Lorsque q = 0 la métrique est dite rieman- 
nienne et lorsque q = 1 elle est dite lorentzienne. Lorsque la métrique est 
lorentzienne, les éléments de TM se divisent en trois classes, appelées en 
physique du genre espace si g(x, x) > 0, du genre lumière si g(x, x) = 0 
et du genre temps si g(x,x) < 0, par analogie avec l’espace-temps de 
Minkowski. 

Le produit scalaire de deux vecteurs X, Y de TM est en coordonnées 
locales 

(X,Y) = gy XY! 


et la norme est la racine du produit scalaire 
IXI = y (X, xX) 
L’angle 0 entre deux vecteurs de TM est égal à 


Ga(X,Y) 
cos 0 = = 
IX 1 
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La forme volume pour la métrique riemannienne est la forme 


dvoly = 4/|det(g)[dx! A +. A dx" 


Exemple 8.1.8. L'’espace-temps de Minkowski est un espace quadri- 
dimensionnel dans lequel les coordonnées d’un vecteur xl'e, se com- 
posent du temps et de trois coordonnées d'espace, x" = (x?, x1, £?, z3) = 
(ct,x,y, 2), où c est la vitesse de la lumière. L'élément scalaire est donné 
par 


ds? = dt? — dx? — dy? — dz? 


La métrique de Minkowski m est la métrique de signature 
(+1, —1,—1,—1) 


1 0 0 0 
i e 0 
ig 0 0 -1 0 


Son inverse est égal à elle-même 

ij -1 _ 

n = (nij) = Nij 
Le produit scalaire de deux vecteurs x = (ct,x!,x?,x°) et y = 
(ct, y", y?, y?) vaut 


ry = CE — ry! — ry? — y 


et la norme du vecteur x est donnée par 


lel = yet- a? -y - 2? 


Les transformations qui laissent invariant l'élément métrique forment 
un groupe, appelé groupe de Lorentz. En termes matriciels, ce sont les 
transformations de la matrice A qui vérifient 


AnA =n 


La transformation est propre lorsque det A = +1 et orthochrone si elle 
préserve l'orientation du temps A$ > +1. Les transformations de Lorentz 
propres et orthochrones forment un sous-groupe du groupe de Lorentz, 
appelé groupe de Lorentz restreint. En relativité restreinte, ce groupe 
correspond aux transformations d’un référentiel inertiel dans un autre 
en conservant leur orientation et l’origine du repère d’espace-temps. Ce 
groupe est un sous-groupe du groupe orthogonal O(1,3). On démontre 
qu'il est isomorphe au groupe de Möbius, ou au groupe de symétrie 
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des transformations conformes de la sphère de Riemann. Le groupe 
SL(2,C) est le groupe de revêtement universel du groupe de Lorentz 
restreint. Autrement dit, toute transformation de Lorentz restreint se 
réécrit comme une matrice 2 x 2 hermitienne complexe. Tout événement 
(t,x, y,z) a donc un correspondant en termes de matrices de Pauli (voir 
page 129) 

ctoo + TO» + YOy + 202 = | e A < | 


Exemple 8.1.9. En géométrie hyperbolique ou sur les surfaces de 
Riemann, on emploie la métrique de Poincaré, qui est le tenseur 
métrique des surfaces à courbure négative constante. Sur le demi-plan 
de Poincaré 

H={z2=x+iy:y>0)} 


la métrique de Poincaré est 
E dx? + dy? _ dzdz 


ds? 
y? y? 


Elle est invariante sous l’action de SL(2, R). 


Exemple 8.1.10. Considérons dans le plan réel R?, un élément infini- 
tésimal 
ds? = z?dz? + 2dxdy — dy? 


Comme la métrique est symétrique gyr = gry, il s'écrit sous la forme 


dx 
d 2 = d .d Jrxx Iry 
° CIE es 
= Qre dx? + 29xydxdy F Jyydy’ 


La métrique vaut alors 


et son inverse 


I Ige \ 1 =r? 


La métrique permet de jouer sur les indices et de passer des coordon- 
nées contravariantes aux coordonnées covariantes et inversement. Par 
exemple, le vecteur uf = (ut, u?) = (0,1) aura pour coordonnées contra- 
variantes 

ui = giju? = gau + gjau? 
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soit sous forme matricielle 


ae OS) 


Définition 8.1.11. Une variété topologique M est paracompacte si elle 
est séparée et si tout recouvrement ouvert admet un raffinement (M) 
localement fini, c’est-à-dire tel que tout point possède un voisinage dis- 
joint de presque tous les M; (i.e. sauf pour un ensemble fini d'indices 


Théorème 8.1.12. Une variété différentiable admet une métrique 
riemannienne si et seulement si elle est paracompacte. 


Définition 8.1.13. La forme volume de la métrique riemannienne g est 
la n-forme complètement antisymétrique 


dvol, = 4/|det gldx! A --: A dx" 
Ce tenseur a pour composantes dans la base (dx @ --:@ dx") 
(dvol,), à, = Ei ..in4/ Idet g| 


où Ei4...in est le symbole de Levi-Civita 


+1 si (i1...in) est une permutation paire de (1,2, .., n) 
Eiin = 1 si (i1...in) est une permutation impaire de (1,2,..,n) 
0 sinon 


Dans la base (e; @---@e;,) les composantes de la forme volume sont 


1 


dvol Â1...în = gilin 
( g) [det gl 


de sorte que E 
(dvol,)""" (dvolg); =n! 


ilin 


8.2 Connexion 


Soit M une variété différentiable de classe C% de dimension n et 
C?(M,TM) l'espace des champs de vecteurs sur M, c’est-à-dire l’espace 
des sections lisses du fibré tangent TM. La connexion est l’outil essentiel 
pour le calcul sur les variétés. 
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Définition 8.2.1. Une connexion affine V sur M est une application 
bilinéaire V qui à tout champ de vecteurs (X,Y) associe un champ 
d’endomorphismes du fibré tangent V xY, 


V: C(M,TM) x C°(M,TM) = C(M,TM) 
CVS VxY 


telle que pour toute fonction f lisse de M et tout champ de vecteurs 
X,Y,ona 

(1) VixY = fVxY 

(2)  Vx(fY) = df(X)Y + FVxY 
où df(X) = Xf = Lyf est la dérivée de Lie de f. On dit que VxŸ est 
la dérivée covariante du champ Y dans la direction X. 


La bilinéarité de la connexion entraîne que (linéarité sur la première 
variable) 
Vfx+Y Z = fVxZ + gVxZ 


et (linéarité sur la deuxième variable) 
Vx(Y +2) =VxY +VxZ 


La deuxième condition de la définition dit que V vérifie la règle de 
Leibniz pour la seconde variable. On généralise cette définition aux fibrés 
vectoriels. 

Définition 8.2.2. Soit E — M un fibré vectoriel réel de rang fini. Une 
connexion (de Koszul) V est un opérateur qui, à une section globale 
s de E et à un champ de vecteurs X de M, associe une section notée 
V xs vérifiant pour toute fonction différentiable f : M — R et pour tout 
champ de vecteurs X les conditions suivantes : 


1. Linéarité selon la première variable 
Vjxs= f: Vxs 
2. Règle de Leibniz 
Vx(fs) = df(X}s + fVxs 


Une connexion est complètement déterminée par la donnée dans une 
carte locale de n° fonctions T% „ Dans la base locale (e;), ces fonctions 
sont appelées les symboles de Christoffel. 


Définition 8.2.3. Les symboles de Christoffel T? j Sont les composantes 
dans la base naturelle de la dérivée covariante 


— pk 
Vee; = Tijek 
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Les symboles de Christoffel ont les propriétés suivantes. 


1. La dérivée covariante est notée Ve; = V;e;. Dans la base holo- 
nome (e; = 0j), les vecteurs commutent [e;,e;] = [0;,0;] = 0, et la 
connexion est sans torsion (voir ci-dessous), 


Vie; = Vjei 


Par conséquent, les symboles de Christoffel sont symétriques (ce 
qui n’est pas le cas dans une base de coordonnées non holonomes) 


k _mk 


2. Les symboles de Christoffel dérivent de l’annulation de la dérivée 
covariante du tenseur métrique gij 


Og 
Vkgij = T — Jmjlik — Iim! 5k 
En permutant les indices, on peut résoudre en 


i loim (a 3Jmk cu) 
ik = 94 Ox* Oxi GPA 


où g’™ est l’inverse de la matrice gim. Soit encore, 


(Su Ogki cu) 


Le (8.1) 


2 \ Ori Oxi  Oxk 


3. En contractant les indices, et en notant g = |det g;;| le déterminant 
de la métrique, la contraction du symbole de Christoffel s'écrit 


aln ,/g 1 
ik Or dk (In 4/9) V5 k (V9) 
: k (9) 
4. Dans un changement de variables de (xt, ..., £”) à (yt, ..., y”), si on 


note T les symboles de Christoffel dans (y), on a 


i Oÿ OL” OLP m o?r” Əy! 
Fi; TR } 


ðx™ ðyk Oyi P | ƏðykƏðyİ 0x" 


La présence d’un second terme montre que les symboles de 
Christoffel ne sont pas les composantes d’un tenseur. Si les sym- 
boles de Christoffel ne sont pas symétriques 4 Æ Th; ils restent 
non symétriques dans tout changement de coordonnées. 
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5. Dans une base de vecteurs tangents (ut) non holonomes vérifiant 
yok 
VuUj = wijuk 


les composantes wti s'expriment en fonction du tenseur métrique 
par 


i l im {Om , Omk  ÖJjk 
a = 5 im ( Fi + r a F Cmjk + Cmkj dia) 


où les coefficients de commutation Cjpm = ImpCk sont donnés par 
le crochet de Lie 

[uj Uk] = Cr um 
Les bases en coordonnées sphériques et cylindriques sont des bases 
non holonomes. Pour autant, leurs symboles de Christoffel sont 
symétriques. 


Proposition 8.2.4. La dérivée covariante VxY dans la base naturelle 
des coordonnées holonomes s'exprime par la formule 


Əy’ 
VxY = X" k 


xT 


+ a ei 


Démonstration. Considérons les vecteurs X et Y de TM. Dans la base 
naturelle | | | | 
X = X'6; = X'e;, Y = Y0; = Y’ej 


En appliquant la définition de la connexion, la dérivée covariante s’écrit 


VxY V yia Yt ej 


= iv (re) 


sf à Əy’ 
X ve + e 


car la dérivée de Lie vaut 
Le, YÍ = ôf aY I = YI 


Soit en utilisant la définition des symboles de Christoffel 


OT us 
VxY = (5 + wr$es) 


oy’ ; 
— XT Ë T vi.) €i 
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En particulier, en prenant X = e; et en notant Ve, Y = V;Y, on voit 
que 


i r oy’ i S 


Əy’ PR 
= az + LisŸ 


Dans les ouvrages de physique, la dérivée covariante est souvent notée 
à l’aide d’un point-virgule et la dérivée partielle à l’aide d’une virgule. 
Ainsi l’expression ci-dessus devient : 
=) ra 
Vjv = v =v; +v Ie 
Définition 8.2.5. La différentielle covariante de Y en un point x, notée 
VY est un tenseur de type (1,1) dont le produit contracté avec un 
vecteur X est la dérivée covariante de Y dans la direction X. Dans une 
base locale, 
`. y! ; 
S (A S 
(VY); S PY 
Définition 8.2.6. La dérivée absolue de Y en t est la dérivée covariante 
notée dans la base (e; = ;) 


DY vi j 
= (° + ri, Je 


Dt dt dt 
Exemple 8.2.7. Accélération d’un mobile. Quand un mobile décrit une 
trajectoire, sa position est repérée par ses coordonnées, fonctions du 


temps, x° = x'(t), dans la base naturelle locale des coordonnées cur- 
vilignes. Dans cette base, la vitesse a pour expression 


dx’ 
dt 


et le vecteur accélération a s'écrit par dérivation 


_ d_dfd. 
=Z u la 
B dri | de de; 
Z o ie dt 


dt? 


or 
.— pi ko. 
de; =T';,dx'e; 
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En reportant dans l’expression précédente, on obtient 


dart dx’ j dx" 
e E ae 


Di j . drk 
2 (7 + pi wi) e 


d ` dt dt 
par changement d'indices (sommation sur les indices répétés). D'où les 
coordonnées de l’accélération dans la base locale 
in dx! i dxi dz" ; 
— d dt d " 


8.3 Transport parallèle 


Lorsqu'une variété est munie d’une connexion, il est possible de trans- 
porter les vecteurs le long des courbes sur la variété de sorte que les 
vecteurs restent toujours parallèles par rapport à la connexion. Le trans- 
port parallèle est la réalisation géométrique de la connexion. C’est aussi 
une réalisation locale de la courbure d’une variété. Considérons par 
exemple la sphère de R et le parcours d’un vecteur tangent dans les 
conditions suivantes. Un vecteur tangent à la sphère partant de l’équa- 
teur monte au pôle nord tout en restant tangent à la sphère puis descend 
dans les mêmes conditions par un autre méridien et finalement revient 
à son point de départ par l'équateur. Ce vecteur, bien qu'ayant toujours 
été tangent à la sphère, fera un angle non nul avec le vecteur initial. Cet 
angle est l’expression de la courbure de la sphère. 


Définition 8.3.1. Soient E&E — M un fibré vectoriel d’une variété M 
de dérivée covariante V et y : I — M une courbe lisse paramétrée par 
l'intervalle ouvert I. Un champ de vecteurs X est parallèle le long de y 
si pour tout t € I, 
Fe A 

Proposition 8.3.2. Soient y: I = [0,1] — M un arc de courbe et v un 
point du fibré tangent Tyo M. Il existe un et un seul champ de vecteurs 
X tangent à M et parallèle le long de y vérifiant X,(0) = v. 


L’équation V;{,,X = 0 définit un système d’équations différentielles 
dont la condition initiale est X,{6) = v. Le théorème de Cauchy-Lipschitz 
garantit l'existence et l’unicité de la solution. Le transport parallèle est 
une application linéaire entre fibres. 


Définition 8.3.3. L'application linéaire r(y){ : Tye) M > TyM est 
appelée transport parallèle. 
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Proposition 8.3.4. Le transport parallèle T'(){ est un isomorphisme. 


À partir de la définition du transport parallèle, on peut montrer que 
la dérivée covariante est donnée pour une section V par l'expression 
suivante 


CVs — Vo 


VxV = li : 
A pe 


Définition 8.3.5. Soit y un lacet dérivable par morceaux y : [0,1] — M 
tel que (0) = (1) = x € M. On note E — M le fibré vectoriel sur 
M. Le transport parallèle Py : Ez — Ey est un automorphisme de Ey 
et définit un élément de GL(Ez). On appelle groupe d’holonomie de la 
connexion V en x, le groupe 


Hol,(V) = {py € GL(E+) : 9(0) = y(1) = 2} 


Le groupe d’holonomie restreint en x est le sous-groupe Hol? (V) des 
lacets y contractiles. 


Si la variété M est connexe, les groupes d’holonomie sont conjugués, si 
bien que l’on se dispense souvent de mentionner le point de base. En iden- 
tifiant Ey = RP, le groupe Hol°(V) est un sous-groupe de Lie connexe 
de GL(p,R). Si M est simplement connexe, Hol(V) = Hol°(V). On 
démontre que la connexion V est plate (de courbure partout nulle) si 
et seulement si Hol°(V) est trivial. Marcel Berger a donné une classi- 
fication complète des groupes d’holonomie des variétés riemanniennes 
simplement connexes, irréductibles et non symétriques. 


8.4 Bases holonomes 


Définition 8.4.1. Dans un système de coordonnées x’, une base holo- 
nome (ou holonomique) est une base de champs de vecteurs (e1, ..., en) 
donnée par 


ðr’ 
Les vecteurs de la base holonome sont liés à la métrique par leur 
produit 
Ei ` Ej = Jij 
Ils ne forment pas nécessairement une base orthonormée. Lorsqu’on choi- 
sit une base orthonormée, 


glei, ej) = Nij 


on parle de base non holonome. 
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Une condition locale pour qu’une base soit holonome est que toutes 
les dérivées de Lie s’annulent, autrement dit que tous les commutateurs 
sur les vecteurs de la base commutent 


(es, ej] = bé; = 0 


Toutefois, les commutateurs d’une base non holonome ne s’annulent pas 
nécessairement. Dans une base non honolome (eç, -.., eq), les coefficients 
y$ tels que 


k 
[es el Vi 


sont appelés coefficients de commutation. Ces coefficients sont antisymé- 
triques sur les deux premiers indices 


k k 
Vij — Vji 


Exemple 8.4.2. Dans un système de coordonnées sphériques (r, 9,0), 
où 0 est langle azimuthal 


ds? = dr? + r?d8? + r° sin Ody? 
les vecteurs de la base holonome sont donnés par 
er = dr, eg = Op, ey = d 
On peut vérifier que les vecteurs de la base commutent 
(er, eo] = ler, ee] = (eo, ex] = 0 
Pour autant, les vecteurs de cette base ne sont pas orthonormés 
Ey * Ep = Grr = 1, eg ep = r°, ep ` €p = 7° sin’ 0 


d’où la base non holonome 


1 
e = dr, ez = — Op, en = 
r 
dans laquelle le commutateur suivant est non nul 


les, ez 


3l = -e3 


0 


Définition 8.4.8. Le tenseur de torsion de la connexion V est le champ 
de tenseurs de type (2,1) tel que pour tout champ de vecteurs 


T(X,Y) = VxY —- Vy X - [X,Y] 
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D'après la règle de Leibniz, T est multilinéaire. En effet, pour toute 
fonction f € C®(M), on a 


T(fX,Y)=T(X,fY)= fT(X,Y) 


Proposition 8.4.4. En coordonnées locales, le tenseur de torsion a pour 
composantes 
k _ rk k 


Notons que T est un tenseur, bien que les symboles de Christoffel ne 
le soient pas. La soustraction fait disparaître les termes gênants. Dans 
un système de coordonnées non holonomes, tel que le commutateur des 
vecteurs de base est [e;,e;] = ex les composantes du tenseur de tor- 
sion sont 

Th = rt rh 1h 


Dans une base de coordonnées holonomes, le tenseur de torsion mesure 
la part antisymétrique de la connexion. 


8.5 Connexion de Levi-Civita 


Théorème 8.5.1. Soit M une variété riemannienne. Il existe une 
unique connexion V sur le fibré tangent telle que 


1. V est sans torsion. Pour tout champ de vecteurs X, Y 
VxY — VyX =[|X,Y] 


2. La métrique riemannienne est parallèle. Pour tout champ de 
vecteurs X, Y, Z 


Cette connexion est appelée la connexion de Levi-Civita. 


Précisons que 
Z. g(X,Y) = Lzg(X,Y) = Vzg(X,Y) 


Démonstration. Remarquons tout d’abord qu’en sommant les deux pre- 
mières équations 


X - g(Y, Z) = g9(V xY, Z) + 9(Y, Vx2) 
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et, en soustrayant l'équation suivante 
on trouve 


X- g(Y, Z) +Y -g(Z, X) - Z: g(X,Y) 


La torsion étant nulle, cette équation se simplifie en 


29(VXxY, Z) = X-g(Y, Z) +Y -g(Z,X)-Z-g(X,Y) 
+g([X, Y], Z) + g([Z, X], Y) e g([Y, Z], X) 
Elle définit un champ de vecteurs VxY qui est unique, car g est non 


dégénéré. On vérifie que ce champ est bien une connexion de Koszul, 
car, pour toute fonction f, 


2g(V xY, 2) (£X): g(Y, Z) +Y -g(Z FX) -Z -g(FX,Y) 

+g([/X, Y], Z) + gZ, fX], Y) 

-g ([Y, Z], fX)29(V fxY, Z) 

= df(Y)-g(Z, X) — df(Z).9(X,Y) -df (Y).g(X, Z) 
+df (Z).g(X, Y) + f.29(V xY, Z) 

= 2g(fVxY, Z) 


conduit à la première condition 
VixY =fVxY 
et 


29(Vx(fY), Z) 


X + g(fY,2) + (FN) -9(2, X) — ZX, FY) 
+(X, fY], Z) + g((Z, X], FY) — a([fY, Z], X) 
= (X), 2) - d4 (Z)I(X,Y) + df(X)-IY, 2) 

+df(Z).9(X, Y) + f-29(VY xY, Z) 
SY + fVxY, 2) 


conduit à la deuxième condition 


Vx(fY) = df(X).Y + VrxY 
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Par conséquent, V est bien une connexion. De plus elle est sans torsion 
car 


29(VxY — VyX,Z) = X-g(Y,2)+Y-g(Z,X)—Z-g(X,Y) 
+g([X, Y], Z) + 9([Z, X], Y) — g([Y, Z], X) 
-Y -g(X,Z)—- X -9(Z,Y)+ Z- g(Y, X) 
—g([Y, X], Z) — g([Z, Y], X) + g([X, Z], Y) 
= _ 2g([X,Y], Z) 
d’où la formule 
VxY — VyX =[|X,Y] 
Enfin, g est parallèle à V, car 


29(V xY, Z) + 29(Y,V xZ) 

= X-g(Y,Z)+Y:g(Z,X)-Z-:g(X,Y) 

+9([X, Y], Z) + az X], Y) - (lY, Z], X 
+X -g(Z,Y)+ Z- g(Y, X) -Y - g9(X,Z) 

+g([X, Z], Y) Far X], Z) — a(Z VI X 

= 2X -g(Y,Z). 


) 


En appliquant la formule définissant le champ VxY 


29(VxY, Z) = X-g{Y,Z)+Y-g(Z,X)—Z:g(X,Y) 
+g(LX, Y], Z) +g([Z, X], Y) — g([Y;, zZ], X) 


aux vecteurs de base, on trouve les formules de Christoffel. 


Proposition 8.5.2. Les symboles de Christoffel vérifient 
1 
Tig = 3 (Oigks + Ôjgki — Okgiz) 
et 


1 
9 (d:gjr + Ojghi — Əkiz) 


ro = gT pij = 5 


Démonstration. La formule découle de l'expression 


g(Vee;; ex) = 9(TŸ; Em» ex) = Tij glem, ek) 
= Li 9mk = kij 
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En appliquant la définition d’une métrique parallèle, 
ZX, Y) = g(VzX,Y) +g(X, VzY) 
aux vecteurs de base, nous obtenons l'identité de Ricci. 
Proposition 8.5.3. En coordonnées locales, l'identité de Ricci s'écrit 
Ogre = Lrij +T jik 


Démonstration. En prenant pour champs X = e;, Y = ej et Z = ex, 
l'identité (8.2) devient 


Le,g(e;,ex) = g(Vie;, er) + g(e;, Viex) 


soit 
Oigjk = L kij +T jik 


Soit f une fonction différentiable (de classe C°°) sur une variété 
riemannienne (M, g). On définit différents tenseurs. 


Définition 8.5.4. Le gradient de f au point x € M est le champ de 
vecteurs grad f (noté Vf ou encore df) tel que, pour tout champ de 
vecteur X, 


g(grad f, X) = dfa (X) 
En coordonnées locales, les composantes du gradient sont les dérivées 
partielles (grad f); = ô; et 


grad f = ô; fdr’ 
Le gradient de f est donc le produit contracté 
ix(f) = (grad f, X) 


Si f est un champ scalaire indépendant des coordonnées, sa dérivée 
partielle coïncide avec sa dérivée covariante. Dans une carte locale, 


əf. 
ôf xi = Xf = (grad f, X) 
gij(grad f) X* 
= (grad f);X° 


Définition 8.5.5. La divergence d’un champ de vecteurs X est la 
contraction de VX, i.e. obtenue en contractant un des indices de la 
dérivée covariante avec l’indice de dérivation. En coordonnées locales, 


div X = V; X’ 
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La divergence est donc la trace de la dérivée covariante. 
div X = tr(V.X) = 3@X’ +T; X! 
On note parfois la dérivation 0,X° par un point-virgule X Ta 
div X =tr(V.X) = X*; + Ti} X 
Soit, en utilisant la formule de contraction du symbole de Christoffel, 
div X = Jg? (x det gl) 


Dans le cas où la variété est simplement M = R”, on retrouve la défini- 
tion usuelle du gradient puisque |det g| = 1. 


Définition 8.5.6. Le laplacien d’une fonction f est la divergence du 
champ gradient 


Af = div(grad f) 


Soit, en coordonnées locales, 


1 B 
Af= g? (idet gloa; f) 


Exemple 8.5.7. En coordonnées cylindriques (r,0, z), le gradient a pour 
composantes 


B _ Of ôf ðf 
grad; f = ôf = Ər’ zf = 90° zf = əz 
Comme la métrique a pour matrice 
L 1 0 O0 
qu) 0 1/? 0 
0 0 1 
les composantes contravariantes du gradient sont 
grad! f= g’ Of 
soi of 1 of of 
1 _ OT Dep ir Cd 3 6 IJ 
grad“ f = ar’ grad“ f 72 50° grad? f 52 


d’où l'expression du laplacien en coordonnées cylindriques, puisque 


Vldet gl =r 


Af 


a; (r grad? f ) 


EE) 
r \dr \ ðr 00 \r? 00 ðz V'i02 

f 1ðf 1f OF 

Or? rôr r?ð 022 
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Définition 8.5.8. Soit M est une variété riemannienne et f une fonction 
C©(M,R), la connexion de Levi-Civita V permet de définir le tenseur 
hessien Hess( f) = VV f = Vdf, soit, en coordonnées locales, 


PS of 


Hess(f) = V:ô; fdz; Q dr; = e K 


| dzi Q dt; 


8.6 Géodésiques 


La notion de géodésique généralise le concept de droite à une variété 
quelconque. Sur la sphère, un méridien est une géodésique. Le chemin le 
plus court entre deux points d’une variété riemannienne est une géodé- 
sique. Entre deux points, il peut exister plusieurs géodésiques. Les géo- 
désiques ne sont pas nécessairement le plus court chemin. Par exemple, 
deux points d’une génératrice d’un cylindre de révolution sont joints par 
une hélice circulaire plus longue qui est aussi une géodésique. 


Définition 8.6.1. Soit y : I — M une courbe paramétrée de M. On 
dit que y est une géodésique si son champ de vecteurs tangents X est 
transporté parallèlement le long de y 


Vy) = 0 


Cette équation aux dérivées secondes est appelée l’équation des géodé- 
siques. 


Proposition 8.6.2. En coordonnées locales, l’équation des géodésiques 


a pour expression l | 
dar ; dxf dx" 
dt? 1 dt dt 
Définition 8.6.3. La longueur de l’arc y : I = [a,b] — M est le nombre 
réel 


dy dy 
I dt’ dt 
Soit, en coordonnées locales, 
dx? dxi 
Ji Tt dt 


Définition 8.6.4. La distance géodésique da(x, y) de deux points x et 
y de M est la borne inférieure (si elle existe) des longueurs des arcs 
différentiables par morceaux joignant les deux points. 
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Théorème 8.6.5. Soient x, y deux points de M et y: I = [a,b] > M 
un arc différentiable joignant x à y tel que la longueur lg(y) de y est 
égale à la distance géodésique entre x et y 


lg(+) = da(x, y) 


alors y est une géodésique. 


8.7 Tenseur de courbure 


La tenseur de courbure mesure la non-commutativité de la dérivée 
covariante. Du point de vue géométrique, le tenseur de courbure décrit 
la courbure intrinsèque de l’espace. Un espace est plat si sa courbure est 
nulle. 


Définition 8.7.1. Le tenseur (de courbure) de Riemann est le tenseur 
défini pour tout champ de vecteurs X, Y, Z par 


R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ - Vix yZ 
où [X,Y] = XY — YX est le crochet de Lie. De manière équivalente R 
s'écrit 
R(X,Y) = [Vx, Vy] - Vixy] 
Si X = ð/ðxİ et Y = 0/0x) , le commutateur [X,Y] = 0 est nul et la 
formule se simplifie en 


R(X,Y)Z = VxVyZ —- VyVxZ 


Le tenseur R de Riemann a les propriétés suivantes. 
1. R est un tenseur antisymétrique R(X, Y) = —R(Y, X). 
2. Pour le produit scalaire (X,Y) = g(X,Ÿ) induit par la métrique, 


On a 


(R(X, Y)Z, T) = — (R(X, Y)T, Z) 
3. R vérifie la première identité de Bianchi 
R(X,Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z,X)Y =0 


Ces trois identités caractérisent les tenseurs de courbure au sens sui- 
vant : si un tenseur respecte les trois identités précédentes, alors il existe 
une variété riemannienne disposant d’un tel tenseur de courbure en un 
point. De ces trois propriétés découle légalité suivante 


(R(X,Y)Z,T} = (R(Z,T)X,Y) 
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Définition 8.7.2. Un espace plat est une variété riemannienne dont le 
tenseur de courbure est nul. 


Attention à la notion intuitive de courbure et de platitude d’un espace. 
Le cône est par exemple un espace plat (voir exercices). 

Le tenseur de courbure de Riemann est le commutateur de la dérivée 
covariante de tout covecteur arbitraire Ag avec lui-même 


i 
Ajiki — Ajik = Aj Rki 


Proposition 8.7.3. Pour tout champ de vecteurs X,Y, Z, le tenseur de 
courbure vérifie la seconde identité de Bianchi 


(VxR) (Y, Z) + (Vy R) (Z, X) + (VYzR) (X,Y) = 0 


Proposition 8.7.4. En coordonnées locales, le tenseur de courbure a 
n? (n? — 1)/12 composantes indépendantes 


i rpi r pi 
Ru = dl — OL hy + EGL hr — hT ir 
En abaissant l’indice l par le tenseur métrique, 
Là 
Rijki = Jir Riki 
le tenseur de courbure R s'écrit 


Rijkt = klju — Ol jki + Parle — Likrl ji 
Soit, en utilisant l'équation (8.1), 


1 / gu 3?’ gjk 3? gik 3?’gjı 
Əðxİiðxě  OxiOr! Əxİiðx! ðxiðrě 


+ Dir z Tikri 


Rijki 


En coordonnées locales, le tenseur de courbure vérifie : 
Rijki = Rkuj = —Rijik = —Rjikl 
et satisfait la première identité de Bianchi 
Rijki + Rikij + Rijk = 0 
ainsi que la seconde identité de Bianchi 


ViRirjk + VkBirij — VjRirki = 0 
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Définition 8.7.5. Le tenseur de Ricci est le tenseur symétrique défini 
pour tout champ de vecteurs X,Y par 


Ric(X,Y) = (dx, R(e,Y)X) 
de n(n + 1)/2 composantes 
Ric;; = Ric(e;, ej) = Rij — GE Rinki 


obtenu en contractant les deuxième et troisième indices du tenseur de 
Riemann, soit 


Ric;; = TŸ De 3T ki Ga ToT Er T PA 
Définition 8.7.6. La courbure scalaire R d’une variété riemannienne 
est le nombre 
R= g” Ric;; 
obtenu par contraction du tenseur de Ricci. 


Exemple 8.7.7. En contractant deux fois la seconde identité de 
Bianchi, on obtient les équations d'Einstein en l’absence de matière, 
liant le tenseur de Ricci noté ici R et la courbure scalaire R. 


air 
Y (R - 390R) =0 


En relativité générale, Véquation d'Einstein décrit la relation entre 
la courbure de l’espace-temps (membre de gauche) et la présence de 
matière-énergie (membre de droite) pondérée par la constante cosmo- 
logique A (voir le dernier chapitre) : 

1 8rG 
Ruw aagi zP Iw = a Tw aus guv 


Définition 8.7.8. Pour une variété pseudo-riemannienne (M,g) de 
dimension n > 3, le tenseur de Weyl est défini par N composantes 
indépendantes 


1 
Wijk = Rijki — PE 
R 
(n — 1)(n — 2) 


où Rijki est le tenseur de Riemann, Rij le tenseur de Ricci et R la 
courbure scalaire, et N est donné par 


(Rikgji — Rigjk + Ragir — Rjxgu) 


(gjugir = JjkIik) 


N = —n(n — 3)(n + 1)(n + 2) 


Dans l’espace-temps de la relativité générale, le tenseur de Weyl a 10 
composantes indépendantes. 
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Définition 8.7.9. Pour une variété pseudo-riemannienne (M,g) de 
dimension n > 3, le tenseur de Schouten est défini par 


R 
Sij = Rij — An = 1) % 
où Rij est le tenseur de Ricci et R la courbure scalaire. 


On adopte parfois une autre définition du tenseur de Schouten : 


~ 2 2 R 
T S a e e 


Proposition 8.7.10. Les tenseurs de Weyl et de Schouten sont liés par 
la relation 


; n —3 
VI Wijk = E (VkSit — ViSik) 


Définition 8.7.11. Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne de 
dimension n > 3, T un 2-tenseur symétrique, V la connexion de Levi- 
Civita, T est un tenseur de Codazzi si, pour tout champ de vecteurs 
X,Y,Z, 

(VxT) (Y, Z) = (VYT) (X, Z) 
Définition 8.7.12. Un espace est conformément plat si sa métrique est 
en tout point proportionnelle à celle de Minkowski. 


Théorème 8.7.13 (de Weyl-Schouten). Soit (M, g) une variété pseudo- 
riemannienne de dimension n. 


e si n > 4, alors M est conformément plat si et seulement si son 
tenseur de Weyl est nul; 


e si n = 3 alors les propositions suivantes sont équivalentes : 


1. M est conformément plat. 


2. Son tenseur de Cotton est nul (voir les exercices pour la défi- 
nition du tenseur de Cotton). 


3. Son tenseur de Schouten est un tenseur de Coddazi. 
4. La divergence du tenseur de Weyl est nulle div W = 0 (g a 


un tenseur de Weyl harmonique) ; 


e si n = 2, toute variété pseudo-riemannienne est conformément 
plate. 
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8.8 Opérateurs de Hodge 


Soit M une variété riemannienne orientée ou pseudo-riemannienne de 
dimension n. Les espaces AP(M) et A°P(M) pour p = 0,1,...,n étant 
isomorphes, on note * cet isomorphisme et on l’appelle opérateur (étoile) 
de Hodge. Dans une base orthonormale (X1, ..., Xn) de T(M), l'opérateur 
de Hodge est l’application x : œ — xa qui, à toute forme a associe la 
forme xa telle que 


(ta) (Xp41, - Xn) = a(Xı, -.., Xp) 


Définition 8.8.1. Soient (x°) un système de coordonnées locales, g = 
gijdz’ @ dx? la métrique de M, lopérateur de Hodge est l'application 
linéaire de AP(M) dans A”™P(M) qui, à toute p-forme 


1 | 
a= Di itda" A... A dr’? 
s'écrit 
ds piin = pi id Fe JPP Eji. jpjppr jn ATP À 2. À dar 
lIl js j in 
— Eea P Eji.. jpjppi jn AD PT A... Ada 
où |g| = |det (gi;)| est le déterminant de la métrique et £;,.:, est le 


symbole de Levi-Civita 


+1 si (i1...in) est une permutation paire de (1,2, .., n) 
Eiin 54 —1 si (i1...in) est une permutation impaire de (1,2,..,n) 
0 sinon 


Autrement dit, à deux dimensions 


ij 
Hmp oN 


et à trois dimensions 


0 0 0 0 0 —1 0 1 0 
Eijl = 0 0 1 > Eij2 — 0 0 0 » Eij3 — —1 0 0 
0 —1 0 10 0 0 00 
En particulier x1 est la forme volume 
xl = Mol e anda" Norad dx” 
(n-p)! 


= gldx't A^... ^ dx" = dvol 
g 


Opérateurs de Hodge 199 


Dans une base non holonome (9°) = (edx°), l'opération devient 


; p 1 Lo | ; 
x(0'! AA gr) 2 mo eeh dO02P+1 N... ^A dû?" 


Exemple 8.8.2. En dimension n = 2, pour la métrique identité, g11 = 
ga = 1, g12 = ga = 0, et g! = g” = 1, g? = g” = 0, on a |g| = 1 et 


E12 = l, £21 = —1, £11 = E22 = 0, soit pour une 1-forme 
1 2 
= ARE EEE j2 
*dx = G-I 5 ge; not 
"j1j2=1 


2 
5 g'le1;, dx? = dz? = dy 
,32=1 


et pour les autres 
xl = dr A dy, *dx = dy, *dy = dx, (dx A dy) =1 


Le calcul consiste à abaisser les indices du symbole de Levi-Civita. Par 
exemple 
«(dx À dy) = €”? = gl g”e = 1 


puisque les autres termes font intervenir des termes g” non diagonaux 
qui sont nuls. Pour une forme 


w = widz + wody 


on aura donc 
xW = —wodx + wdy 


En dimension 3, on a l’expression xdx = dy ^ dz et ses permutations 
circulaires xdy = dz ^ dx et xdz = dx ^ dy. 
En dimension 4, pour la métrique de signature n = (— + ++), on a 


l PEES: 
x(dz’) = 377" Ekim da! ^ dx! ^ dx" 
soit 


xdt = —dx ^ dy ^ dz, xdx = —dt ^ dy ^ dz 
xdy = dt^ dz^ dz, xdz = —dt ^A dx À dy 


et 
; . Te ai 
x(dz’ A dx’) = gn M erkim dx! À dx” 


soit x(dt A dx) = —dy À dz, x(dx À dy) = dt À dz, etc. 
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En appliquant deux fois l'opérateur de Hodge, on démontre la propo- 
sition suivante. 


Proposition 8.8.3. Soient g une métrique de signature (p,s) (s = 0 si 
g est riemannienne, s = 1 si g est lorentzienne) et w € AP(M), 


xxw = (—1)P PTS (8.3) 


Cette proposition permet de définir l’inverse de l’opérateur de Hodge. 


Proposition 8.8.4. Soient g une métrique de signature (p,s) et w € 
AP(M), l'inverse de l’opérateur de Hodge est 


Tlw = (—1)POP) HS à w 


pour une variété euclidienne de dimension n et w une p-forme. Si n est 
pair, x?w = 1 si p est pair et x?w = —1 si p est impair. Si n est impair 
x?w = 1 pour tout p. 


Proposition 8.8.5. Soient a, B deux p-formes sur une variété rieman- 
nienne M de dimension n. Le produit extérieur a À *ß est une n-forme 
symétrique 

a Axf =BAxa 


Démonstration. Soit 

a = Di ir de” A...A dx"? 
et 
Bi de À... À dar 
Le produit extérieur est la forme 


1 lIl ; 


ax = MELLE AR in — 


a A... Adz? A ui À dr?" 
= Q; ji- Jo o o 
2 A 8 CE p)! 


Xe. V/lgldx! A... A dx" 
1 5: à 

= a MS Igldx! ^... A dx" 
p! 


= BAxa 


1 Eji..jpip+1.-in 
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Définition 8.8.6. Soient a, 8 deux p-formes sur une variété rieman- 
nienne M de dimension n. On définit le produit intérieur 


0p = pors 


= — | Oi ipb J/|gldx! À. 


Le produit intérieur est symétrique (a, 8) = (5, a) et si (M, g) est une 
variété riemannienne, le produit intérieur est défini positif (a, œ) > 0. 


Définition 8.8.7. Soit g une métrique de signature (p, s) sur une variété 
M de dimension n. Soit d : AP-1(M) — AP(M) l'opérateur de dérivation 
extérieure. L'opérateur de codifférentiation (ou opérateur de différentia- 
tion extérieure adjoint) est l'opérateur dt : AP(M) — AP-l(M) 


d = (= 1)” n(p+1)+1—s kdr 


L'opérateur di est nilpotent puisque di? œ xd x dx œ xd?x = 0. 


Théorème 8.8.8. Soit (M,g) une variété orientable compacte de 
dimension n et soient a une (p — 1)-forme et B une p-forme. Alors 


(da, b) = (œ dB) + | ang 
ðM 
Si M est sans bord, la formule se réduit à 


(da, B) = (a, d8) 


Démonstration. Comme da Ax8 et «/\+diB sont des n-formes, elles sont 
intégrables et 


d(a A xB) = da A *8 — (—1)Pa^d* B 


La forme d x B est une (n — p + 1)-forme, donc d’après (8.3), 


be (d * B) = (EL p+l)(n-(n-p+1))+s = (Si EELE 


En reportant dans l'équation précédente 
d(a A +8) = da A #8 — (—1)°P tts À «(xd x B) 


et en intégrant 


fs da À *B — 3 a À *x (res * d * 8) = Î d(a À *xB) 


Il 
Sm 
Es 

Q 

> 

* 

D 
| 
© 


Ce qui montre que (da, B) = (a, dt 8). 
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Définition 8.8.9. L'opérateur de Hodge-de Rham est défini par 
d=d+d\ 
Le laplacien A : AP(M) — AP(M) est défini par 
A = Ê = (d+ d)? = ddt + d'd 
Proposition 8.8.10. Pour des p-formes, on a les formules suivantes : 
dix = (—1)Pt! x d «di = (—1)Pdx 


ddix = xdd xdd? = d'dx 
dA = Ad d'A = Adi xA = Ax 


Théorème 8.8.11. Soient f : M — N une isométrie locale entre deux 
variétés préservant l'orientation et a une p-forme sur N. Alors 


1. Le tiré en arrière f* commute avec l’opérateur de Hodge 
*(f*a) = f*(*a) 


2. f* commute avec di et A. 


3. f* préserve le produit scalaire entre p-formes, 
(a, B) = (fa, f"B) 


Définition 8.8.12. Une p-forme w est harmonique si Aw = 0. Elle 
est fermée si dw = 0 et cofermée si d'w = 0. L'ensemble des fonctions 
harmoniques des p-formes est noté Harm?” (M). 


Proposition 8.8.13. Une p-forme w est harmonique si et seulement si 
elle est fermée et cofermée. 


Théorème 8.8.14 (de Liouville). Sur une variété riemannienne orien- 
tée compacte, toute fonction harmonique est constante. 


Remarque 8.8.15. La compacité est essentielle. Sur R\{0}, la fonction 
f(x) = 1/x a une dérivée df # 0, mais f est harmonique. 


Définition 8.8.16. Une p-forme B est coexacte s’il existe une (p — 1)- 
forme a telle que l’on puisque écrire globalement 8 = d'a. 


Théorème 8.8.17 (de décomposition de Hodge). Soit (M,g) une 
variété riemannienne orientée, compacte, sans bord. Toute p-forme w 
admet une décomposition unique 


w=da+d\B+7 


où a est une (p — 1)-forme, B une (p+ 1)-forme et y € Harm?(M) une 
fonction harmonique. De plus 


(dw, d'B) = (dw,7) = (d'8, 7) =0 
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Pour toute fonction harmonique y, on a (Aw,7) = 0. Inversement, 
toute p-forme v s'écrit v = Aw si et seulement si (v, y) = 0 pour toute 
fonction harmonique y € Harm?(M). Si w est fermée, alors la décompo- 
sition de Hodge se réduit à w = da + y. Comme da est exacte, w et y 
sont dans la même classe de cohomologie de de Rham. Donc H} R(M) 
et Harm?(M) sont isomorphes. Chaque classe de cohomologie contient 
un représentant harmonique. 


Théorème 8.8.18. Soit M une variété riemannienne orientée, com- 
pacte. Alors HF, R(M) et Harm?(M) sont isomorphes et 


dim H} (M) = dim Harm?(M) = (M) 


où b(M) est le p-ième nombre de Betti. La caractéristique d’Euler est 
égale à 


x(M) = S(-1)P@ (M) = (1) dim Harm? (M) 


8.9 Invariance de jauge 


En physique, les théories de jauge modélisent l’invariance d’une théorie 
des champs par un groupe de symétrie locale appelé groupe de jauge. 
L’espace-temps est modélisé par une variété différentiable lorentzienne 
quadridimensionnelle. On considère alors le fibré principal dont le groupe 
de structure est le groupe de jauge. Il représente les symétries de la 
théorie. On parle alors d’invariance de jauge. Le champ de jauge A 
est une connexion et la forme de Yang-Mills associée F = dA est la 
courbure de cette connexion. La jauge est le choix d’une section locale 
du fibré principal. Le modèle de jauge le plus simple, que nous allons voir 
maintenant, est celui de l’électromagnétisme de Maxwell, dont le groupe 
de jauge est le cercle unité complexe U(1). La théorie électrofaible (qui 
rend compte de l'interaction faible) a pour groupe de jauge SU(2) x 
U(1). La chromodynamique quantique (qui décrit l’interaction forte des 
plasmas de quarks et de gluons) est une théorie des champs qui repose 
sur la couleur des quarks et dont le groupe de jauge est SU(3). Le modèle 
standard de la physique des particules a pour groupe de jauge SU(3) x 
SU(2) x U(1). 

Dans l’espace-temps de Minkowski muni de la métrique 


Jij = diag(1, —1, —1, —1) 


de dimension 4, les quantités impliquées sont des quadrivecteurs. Le 
champ électrique est une 1-forme 


E = E,dx + E,dy + E,dz 
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Le champ magnétique est une 2-forme 
B = B,dy ^ dz + B,dz ^ dx + B,dx ^ dy 
Le tenseur électromagnétique est une 2-forme 
F=E^dt+B 
C’est un tenseur antisymétrique 


0 Er EẸ E 
-E 0 -B, By 
SE; B; 0 —B, 
mb, -By) Bz 0 
Montrons que les équations de Maxwell 


dF=0, res 


où j est la densité de courant quadridimensionnelle, j” = (p, J) où p est 
la densité de charge et J la densité de courant tridimensionnelle, 


j = pdt — J” dx — J” dy — J dz 


sont équivalentes à la notation vectorielle classique 


nb divB=0 
Á JE 
div p rot Gi J 


En effet, en appliquant la dérivée extérieure (dans laquelle on sépare 
l’espace tridimensionnel et le temps) 


o 
d=d+ dt^ — 
PREE 
au tenseur électromagnétique 
dF = (a+) A dt+dB=0 
ot 
on obtient, en identifiant les coefficients, 
dE = E dB =0 
ot 
ce qui en notation vectorielle 
B 
7 a divB =0 


ot” 
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correspond aux premières équations de Maxwell. 
En appliquant l’opérateur de Hodge au tenseur électromagnétique 


xF = —xBAdt+x€ 


où + est l'opérateur dual de Hodge à trois dimensions, et en appliquant 
la dérivée extérieure, on obtient 


dxF=dx£E— (axs - 25) ^ dt 


Par conséquent 


dxF = —(divE)dx A^ dy ^ dz 
- ((rotB)” — ðE”) dy A dz A dt 
+ ((rotB)” — 0E”) dz ^A dx ^ dt 
- ((rotB)° — dE”) dx ^ dy ^ dt 


où © = /ðt désigne la dérivée en temps. En appliquant une deuxième 
fois le dual de Hodge, 


xdxF = -—(divE)dt + ((rotB)” — 0,E°) dx 
+ ((rotB)” — ðE”) dy 
+ ((rotB)° — ðE?) dz 


on obtient lexpression cherchée 
dF = xd x F = -j 


équation équivalente aux secondes équations de Maxwell 


oE 
div E = tB—-— =J 
iv P, ro GE 
L'opérateur de Hodge permet aussi de démontrer que l’équation de 
Maxwell d*F = —j conduit à l'équation de continuité. En effet, le dual 


de Hodge appliqué à la densité de courant vaut 
xj = 0 —w A dt 
expression dans laquelle, w est la 2-forme 
w = —J"dy ^ dz — J”dz À dx — J dz ^ dy 


et o est la 3-forme 
o = pdx À dy ^ dz 


206 Géométrie riemannienne 


L’équation de Maxwell implique 
(d)? F = -d*j = 0 
soit 
xd(xj) =  xd(o — w A dt) 

= «(do — dw A dt) 

= x (dp + divJ) dt À dx À dy À dz 

= dp+div] =0 
qui est l’équation de continuité cherchée. 


Comme dF = 0, le lemme de Poincaré implique que F = dA. Il assure 
l'existence d’un quadrivecteur (9, A) où 


A = dt + À 


avec 


A = À,dx + A,dy + A,dz 


De la relation 


y 
Il 


a E A (a+an2)a 


oA 
ot 


dé À dt + dA + dt A 


on obtient en comparant les coefficients 


OA 
o ôt nl 
soit, en notation vectorielle, 
A 
B= grado- ĈE, B =rotA 


Le quadripotentiel A est donc déterminé à une fonction A près, puisque 
le changement de variable, appelé transformation de jauge, 


A =A+dA 
laisse invariant le tenseur électromagnétique. 
F' = dA' = dA + PA = dA = F 


Lorsque le quadripotentiel vérifie la condition d*A = 0, dite condition 
de jauge de Lorenz, opérateur de Laplace (généralisé) 


A = (d* + d} = dd* + d*d 
conduit à l'équation des ondes classique 


AA = d'dA = F = -j 
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8.10 Exercices 


Exercice 8.1. On considère dans l’espace R3, le tenseur de Cotton- 
York défini par 


1 
Tijk = DkRij — Dj Rik + 7 (gik DiR — gij DKR) 
4 


où Rij est le tenseur de Ricci, D la dérivée covariante associée à la 
métrique gij et R la courbure scalaire. Montrer que la contraction des 
deux premiers indices donne un tenseur nul T}, = 0. 


Solution 8.1. En contractant les deux premiers indices, sachant que 
di59 7 = 3, le tenseur 


0 


Ti, = DR = DiRi, + ; (DiR — 3D4R) 
qui s'écrit 

Ti, = -DiRi + IDR 
est nul en raison de l'identité de Bianchi. 


Exercice 8.2. Calculer le tenseur métrique et son conjugué en coordon- 
nées cylindriques (x = x! = r cos, y = x? = rsin 0, z = x°). Calculer 
la métrique ds? = dx? + dy? + dz? et les symboles de Christoffel. 
Solution 8.2. Dans un repère cartésien, les vecteurs de base ont pour 
coordonnées 0, = 0/0, = (cos, sinð, 0), 3 = (—r sin 0,r cos, 0) et 
ð- = (0,0,1), d’où le calcul des produits scalaires 

gu = g(dr, dr) = (r,r) =1 

922 g(db, g) = (ðo, Op) = r? 

933 = g(0z, 0z) E (3z, 0z) =1 


On en déduit le tenseur métrique et son conjugué (inverse) g;kg"? = 6) 


1 0 0 fi 10 50 
g= | 0 7 0 f l'O APE 0 
0 0 1 0 0 1 


La métrique ds? s'écrit donc en coordonnées cylindriques 
ds? = dr? + r?d6? + dz? 


À partir de la formule qui suit, on calcule successivement les valeurs des 
symboles de Christoffel 


PE 
kl = 39 (O19mk + Ok9mt — OmIkt) 


208 Géométrie riemannienne 


À priori, il faut calculer 8 valeurs, mais en vertu de la symétrie des 
indices inférieurs, il n’y a que 6 valeurs à calculer. La plupart des termes 
sont nuls 


0 0 
Tye Ey 16 Or lé 0 
Les termes non nuls sont 
r 5 2 ðr r 
et 
Too = —r 


Exercice 8.3. Calculer le tenseur métrique et son conjugué en coor- 
données sphériques (x = x! = rcosysinĝ, y = x? = rsin osin 0, z = 
x? = r cos 0). Calculer la métrique ds? = dx? + dy? + dz? et les symboles 


de Christoffel. 


Solution 8.3. La même méthode que précédemment conduit au tenseur 
métrique 


1 0 0 : 1 0 0 
gy=| 0r? à , gł?=| 0 1/7 0 
0 0 r?sinð 0 0  1/(rĉsin0) 


La métrique ds? = dx? + dy? + dz? s'écrit en coordonnées sphériques 
ds? = dr? + r?d@? + r° sin bdo? 

Les symboles de Christoffel se calculent selon la formule 
n= 0° (gmk + ÖkJmi — ÜmIkt) 


D'où pour les termes non nuls 


r _ 0 0 p p 

oO = 7 Log = Tor = Tf = TE —1/r 

r = 2 0 : EP -pe — : 
Pop = —rsin" 0, [1° =—cos6sin6, To = Tio = cos Y/ sin y 


Exercice 8.4. Montrer en considérant la dérivée covariante VxY que 
dans le changement de variables de (æt, ..., £”) à (y1, ..., y”), si on note 
T les symboles de Christoffel dans (yf), on a 


soo Ox° 0x? Əy" x Əy" 


Pd yP Oyi OxS ƏyrðyI xs 
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Solution 8.4. Partant des équations 


VxY = Vi, (ie) = X’ Ve (Y'e;) 


i ; OYi 
X G + es) 


appliquées à X! = 5 et YÍ = pe dans la base e; = ô; = Da et 
ej = 0j = 5. 0 on à 
ðr! { 0x) ®xi ðy ð 
VxY = Vað; + 
a OyP (z PE 0y"0y1 Ori 2) 


ðyr Oy1 * Oy 0y'Oyt Ox* | Ox* 
Orionin P y) 0 
ðyr dy  ' ðyrðya P) Əxs 
_ (oomi Pa \ y o 
~ N yp O1 ” ' ðyrðya | Əxs Əy" 


(z ðrİ — Or xs a) ð 


d’où l'expression de Tig qui montre (compte tenu de la présence du 
second terme) que les symboles de Christoffel ne sont pas les compo- 
santes d’un tenseur (1,2). 


Exercice 8.5. On considère un cône d'équations paramétriques 
x = rtanĝcosy, y= rtan ĝsiny, z =r 


où w est la longitude et 0 le demi-angle au sommet, r l'altitude. Calculer 
les symboles de Christoffel, le tenseur de courbure et la courbure scalaire. 
En déduire que le cône est un espace plat. 


Solution 8.5. Le calcul de la métrique 
ds? = (1 + tan O)dr? + r? tan Ody? 
conduit au tenseur métrique 
grr =1+tanð, gø =0, Jyp = r? tan 0 


d’où l’on déduit les symboles de Christoffel 


=, =r, =r2,=0, T$, =1/r 


et 
r” tan? 0 


s=] + tan? 0" 
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Le tenseur de Ricci se calcule par la formule 


soit 


Rrr Rro Roy 0 


La courbure du cône 
R = g” Rij 


est donc nulle. Autrement dit, le cône est un espace plat ! 


9 
Algèbre homologique 


L’homologie est une construction qui permet d’associer à un espace 
topologique une suite de groupes abéliens ou de modules et d’en déduire 
des propriétés essentielles de cet espace. Selon les variétés ou les espaces 
sur lesquels on travaille, il existe plusieurs types d’homologie. La plus 
simple est l’homologie simpliciale, ou sa généralisation l’homologie sin- 
gulière. L’homologie de Hochschild concerne les algèbres associatives, 
celle de de Rham les variétés différentiables, celle de Dolbeault les varié- 
tés complexes, celle de Floer les variétés symplectiques, celle de Cech 
les faisceaux, etc. À l’origine, pour Poincaré, l'objectif de l’homologie 
était de mesurer la complexité d’une variété topologique en comptant 
le nombre de sous-variétés maximales qu’elle contient. Aujourd’hui, il 
s’agit de calculer les groupes d’homologie pour un espace quelconque, ce 
qui s'avère souvent difficile. 


9.1 Complexes de chaînes 


Définition 9.1.1. Un complexe de chaînes est la donnée d’une suite 


Ən k Ən- Ba- 
aiy R A R S Kea ER a an 

où pour tout n € Z, Kn est un groupe abélien (ou plus généralement un 

module sur un anneau A), et ôn est un morphisme de groupes (ou de 

A-modules) tel que ôn o n+1 = 0. n est appelé opérateur de bord de 

degré n. 
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Dans le cas général où À est un anneau, les K, sont des A-modules 
à gauche. Si À = Z, ce sont des groupes additifs et si À est un corps, 
ce sont des espaces vectoriels. La définition d’un complexe de chaînes a 
une version duale qui définit les cochaînes. Nous verrons que l’homologie 
peut être différente selon le choix de A. 


Définition 9.1.2. Un complexe de cochaînes est la donnée d’une suite 
n+1 ,dn n dn-1 pen-1 dn-2 p-n-2 
+ K = KE K <— K a 


où pour tout n € Z, K” est un groupe abélien (ou plus généralement un 
module sur un anneau A), et dn est un morphisme de groupes (ou de 
A-modules) tel que dn+1 © dn = 0. dn est appelé opérateur de cobord de 
degré n. 


Dans le langage des catégories, ces définitions se généralisent facile- 
ment. 


Définition 9.1.3. Soit C une catégorie abélienne. Un complexe K dans 
C est une suite infinie d'objets de C 
Ən a Ən- On 
e RC OR a 
telle que On © On+1 = 0. On note KP = K” le complexe opposé, un 


symbole droit pour l’opérateur de cobord et une indexation en exposant 
OP = dti 
o A 


1 drett 


B d?-1 d” dr+2 
-o KLL K" £ KLG Ket? L... 


Soient C et D deux catégories abéliennes. Les complexes forment une 
catégorie abélienne X(C). Tout foncteur F : C — D induit un foncteur 
additif noté encore F : K(C) > K(D). 


Proposition 9.1.4. Le foncteur d'inclusion C = K(C') est pleinement 
fidèle et possède des adjoints à gauche et à droite. 


Définition 9.1.5. Soit K un complexe de chaînes (respectivement 
cochaînes). Les éléments du noyau Z,(K) = ker(d,) sont appelés cycles 
(ou n-cycles) (respectivement Z”(K) = ker(d”), cocycles). 


Définition 9.1.6. Soit K un complexe de chaînes (respectivement 
cochaînes). Les éléments de l’image B,(K) = Im(d,) sont appelés bords 
(ou n-bords) (respectivement B”(K) = Im(d”), cobords). 


Définition 9.1.7. Le quotient H,(K) = Z;(K)/B;(K) est appelé 
groupe d’homologie et le quotient H"(K) = Z"(K)/B"(K) est appelé 
groupe de cohomologie du complexe K. 
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Définition 9.1.8. Le complexe de chaînes K est dit acyclique si 
H, (K) = 0 pour tout n. 


Définition 9.1.9. Un morphisme de complexes (aussi appelé application 
ou morphisme de chaînes) de K dans L est la donnée pour tout entier 
n € Z d’une suite de morphismes de groupes ou de A-modules fn : Kn > 
LA tels que fn © n41 = On+1 © fn+1, C'est-à-dire tels que le diagramme 
suivant commute 


On+2 On+1 On On-1 
SE n+1 ——> Kn —> Kn- —: 
(i fs |a= 
Ün+2 On+1 On On 4 
La — Ln —> Lai —> 


Définition 9.1.10. Une homotopie h : K — L entre deux morphismes 
de complexes f,g : K — L est la donnée pour tout entier n € Z d’un 
morphisme de groupes hn : Kn > Lh+1 vérifiant fn — 9n = On+1 © hn + 
hn—1 © ôn (on a une définition analogue pour des cochaînes en plaçant 
les indices en haut). On dit aussi que f et g sont homotopes. 


Définition 9.1.11. Un morphisme de complexes f : K — L est un 
quasi-isomorphisme si pour tout n, l'application H,(K) — H,(L) est 
un isomorphisme. 


Définition 9.1.12. Un morphisme de complexes f : K — L est 
une équivalence d’homotopie s’il existe un morphisme de complexes 
g : L — K tel que go f est homotope à l'identité idz et f o g est 
homotope à l'identité idg. S'il existe un tel morphisme, K et L sont 
dits homotopiquement équivalents. 


La catégorie homotopique K(A) a pour objet les complexes de chaînes 
des A-modules et pour morphismes les classes d'équivalence d’homoto- 
pies Hom(K, L) des homomorphismes de K dans L. La proposition sui- 
vante montre que Hn est un foncteur de la catégorie des complexes de 
chaînes dans la catégories des modules. 


Proposition 9.1.13. Soit f : K — L un morphisme de complexes. 
Alors pour tout n € Z, fn(Zn(K)) C Zn(L) et fn(Bn(K)) € Bn(L). 
En d’autres termes, tout morphisme de complexes f : K — L induit 
un morphisme H,(f) : Ha (K) > Hn (L). De plus, deuz morphismes de 
complexes homotopes induisent le même morphisme en homologie. 


Définition 9.1.14. On appelle sous-complexe K' du complexe K la 
donnée pour tout n € Z, d’un sous-groupe K?, de K, tel que d,(K7) € 
K7,_,. La suite induite 


à ð On On-2 
K! BEE PEI Or 1 n-d g! n 
e> Kna T? Ra >? Kn- T n- 7 
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est alors un complexe de chaînes. 


Définition 9.1.15. Soit K’ un sous-complexe de K. Le complexe quo- 
tient K/K' est donné par 


N On 
-> Kin/K, n+1 ger Kk > Kn- 1/ Kh de 2 Kn- es -$ 


9.1.1 Suites exactes de complexes 


Définition 9.1.16. Une suite courte de complexes 


0K'-K—K"-—0 


est exacte si pour tout n € Z, les suites 


0> K, — Kn > K! 0 


sont exactes. 


Exemple 9.1.17. Si K’ est un sous-complexe de K, alors la suite, où 
i désigne l'inclusion et p la projection, 


0> K 5 K K/K >00 


est exacte. 


Proposition 9.1.18. Si 0 — K' — K — K” — 0 est une suite 
exacte courte de complexes, alors il existe un unique homomorphisme 
ôn : Hn(K"”) > Hy_1(K") rendant exacte la suite 


FAURE HR) S'HAUR UNSS Ho AK") 


Théorème 9.1.19 (Lemme du serpent). À toute suite exacte courte de 


complexes 0 — K' — K = K" —> 0 est associée une suite exacte 
longue en homologie 


2 E PO E E E E E 
= maaa 


où ©, est appelé morphisme de connexion, et une suite exacte en coho- 
mologie 
> HHK") — H"(K) — H"(K) — (RU HE) 
— HACK). 
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Corollaire 9.1.20 (Lemme du ker-coker). Le diagramme commutatif 
des deux suites exactes suivantes 


0 K' K K" 0 
kopo p 
0 X' X X" 0 


induit une suite exacte 


0 — ker f — ker g — ker h — coker f — cokerg — cokerh — 0 


9.1.2 Caractéristique d’Euler d’un complexe 


Supposons que les éléments du complexe K borné soient des espaces 
vectoriels de dimensions finies sur un corps K. 


Définition 9.1.21. On appelle caractéristique d’Euler d’un complexe 
K, la quantité 
X(K) = X (-1)” dimg(Kn) 


nez 


Proposition 9.1.22 (Inégalités de Morse). Soit K un complexe de 
chaînes borné dont les éléments sont des espaces vectoriels de dimen- 
sions finies sur un corps K, alors pour tout N € Z, 


D (D dimg Ha(K) < D (1) dimg(Kn) 
n<N n<N 


Démonstration. La démonstration repose sur le théorème du rang 


S_(-1)"dimK, X (—1)" (dim Z,(K) + dim Bn-1(K)) 
n<N n<N 
(-1)^ dim Zn (K) + 

5O (-1)"(dimZ,(K) — dim B,(K)) 
n<N—-1 


La quantité dim Bn(K) étant positive, 


JS (1) dim Kn = Ÿ(—-1) "7" dim Hn + dim By (K) 
n<N n<N 


l’inégalité de Morse s’en déduit. 
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9.2 Homologie simpliciale 


L’homologie simpliciale décrit certains espaces topologiques en géné- 
ralisant la notion de triangulation d’une surface. Dans R”, un simplexe 
est une brique élémentaire d’un polyèdre. Un 0-simplexe est un point 
(to). Un 1-simplexe est un segment de droite (401). Un 2-simplexe 
est un triangle dont l’intérieur est inclus (x0æ1x%2). Un 3-simplexe est 
un tétraèdre, intérieur compris, etc. Un r-simplexe est le sous-ensemble 
fermé borné de R” défini par 


T r 
Goma) = fe ER" =] atn GE Saan 
i=0 i=0 
Les coefficients c; sont appelés les coordonnées barycentriques de x. 


Définition 9.2.1. Un complexe simplicial K est un nombre fini de sim- 
plexes tels que 


1. Toute face d’un simplexe K est un simplexe de K 


o EK eto <o alors d'€ K 
2. D’intersection de deux simplexes de K est soit vide, soit une face 
de chacun d’eux. 


Définition 9.2.2. La dimension du complexe simplicial K est la plus 
grande des dimensions des simplexes qui le composent. 


Exemple 9.2.8. D'un point de vue heuristique, les complexes sont les 
« polyèdres » et les simplexes sont les « triangles » qui composent ces 
polyèdres. Les guillemets soulignent que chaque mot doit être interprété 
en adaptant la dimension au cas étudié. Considérons dans R?, trois 
points non alignés £o, æ1, et x2. Le complexe simplicial K est l’ensemble 


K = {(x0), (x1), (£2), (xox1), (z122), (x2to)} 


qui est un complexe de dimension 1 (dimension du segment de droite). 


L’homologie simpliciale repose sur la triangulation que l’on définit de 
la manière suivante. 


Définition 9.2.4. On appelle triangulation d'une variété M tout 
homéomorphisme de M dans un complexe simplicial K. 


La possibilité de calculer les espaces d’homologie simpliciaux est don- 
née par le résultat suivant. 


Théorème 9.2.5. Toute variété différentielle possède une triangulation. 
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À ce résultat s’ajoute la nécessité d’orienter les simplexes. On note 
entre crochets droits les simplexes orientés. Le simplexe [xox] est dis- 
tinct du simplexe [xxo]. On impose la relation de compatibilité 


[rot] = —[x1 x0] 


Dans cette expression, le signe moins est le signe de la permutation 
définie par la relation 


[Lio £i ** Li] = sgn(P)[£ox1 - - - £q] 


et l’échange d'indices 


Par exemple, pour un 2-simplexe, on a 


[totix2] = [tatoti] = [£z1£2£0] = —[rot2ti] 


= —[r221%0] = — [£1 £02] 


On note ©, les q-simplexes orientés avec i = 1, ..., Nng où n, est le nombre 
de tels simplexes. 


Définition 9.2.6. Le groupe des g-chaînes C,;(K) d’un complexe sim- 
plicial K est le groupe abélien libre engendré par les simplexes orientés 
de K. Si q > dim K, C{(K) = 0 par définition. Un élément de C;(K) 
est appelé une q-chaîne. C’est une combinaison linéaire de la forme 

Ng 

C = Dés GEZ 

i=0 
Proposition 9.2.7. Le groupe C4(K) est un groupe abélien libre de rang 
ng isomorphe à la somme de ng éléments Z 


C(K) SZ. OZ 
Définition 9.2.8. Soit og = [tot1 : : : £4] un q-simplexe orienté. Le bord 


0404 de cq est une (q — 1)-chaîne définie par 


q i 
boa = Dev in 


i=0 


où le chapeau indique que le point sous le chapeau est omis. On pose 
Oxo) = 0. 
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Exemple 9.2.9. Le 2-bord du 2-simplexe [xox1x2] est défini par 
daftoti1t2] = [rite] — [tot2] + [roi] 
Pour un 3-simplexe, on a 
Osrotitots] = [z1£2£3] — [rot2t3] + [tot1t3] — [rozza] 


L'opérateur 0, agit linéairement sur les éléments de C4(K) : le bord 
d’une g-chaîne est une (q — 1)-chaîne. 


Nq Nq 
CG I iOi; oge = } Co 
i=0 i=0 


Ce qui définit lopérateur de bord 
q : Cal K) > Cq- (K) 


qui est un homomorphisme de groupes. Pour un complexe simplicial de 
dimension n, il existe une suite de groupes abéliens libres et des homo- 
morphismes de bord tels que 


CR) TO 2 CR GK) E. 6 


où à est l'inclusion naturelle. Cette suite définit le complexe de chaîne 
associé à K et noté C(K). 


Définition 9.2.10. Soit K un complexe simplicial de dimension n et 
soit c € C4(K). Si c vérifie ðc = 0, alors c est appelé un g-cycle. 


Proposition 9.2.11. L'ensemble des q-cycles Za(K) est un sous-groupe 
de C{(K) 
Za(K) = ker ô; 


Pour q = 0, c = 0, et par conséquent Zo(K) = Co(K). 


Définition 9.2.12. Soit K un complexe simplicial de dimension n et 
soit c € C{(K). S'il existe un élément d € C,+1(K) tel que 


c= ôg+ıd 


alors c est appelé un q-bord. 


Proposition 9.2.13. L’ensemble des q-bords Ba(K) est un sous-groupe 
de Ci(K). L'ensemble Ba(K) est l’image du bord dg+1 


By(K) = Im dy 
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Proposition 9.2.14. La composition des opérateurs d,04+1 
Cat1(K) > Cq-1 (K) est identiquement nulle (un bord n’a pas de bord) 


3? = 9,041 = 0 


Proposition 9.2.15. L'ensemble des q-bords Ba(K) est un sous-groupe 
de Zi(K) 
B;(K) € Z(E) 


Démonstration. Tout élément c de B/(K) s'écrit c = dy+1d pour d € 
Cy+1(K). Par conséquent, d,(c) = d4(04+1d) = 0. Il s'ensuit que c est 
un élément de Z/(K). D'où l'inclusion B/(K) € Z{(K). 


Définition 9.2.16. Soit K un complexe simplicial de dimension n. Le 
g-ième groupe d’homologie simpliciale H,(K) de K est le quotient de 
l’ensemble des g-cycles par l’ensemble des q-bords 


Hi(K) = Zi(K)/B(K) 


Il est possible de définir la caractéristique d’Euler d’un complexe sim- 
plicial fini de la manière suivante. On démontre qu’un complexe simpli- 
cial est fini si et seulement si son espace sous-jacent est compact. 


Définition 9.2.17. Soient K un complexe simplicial fini, et ng(K) le 
nombre de q-simplexes de K. La caractéristique d’Euler X(K) est la 
somme alternée finie, élément de Z, 


X(K) = D(-D'na(K) 


qEZ 
Définition 9.2.18. Le q-ième nombre de Betti b/(K) est le rang du 
groupe abélien H¿(K). 


Les premiers nombres de Betti sont liés aux paramètres des simplexes : 
bo(K) est le nombre de sommets de K, bı(K) est le nombre d’arêtes, 
bə( K) est le nombre de triangles, etc. La caractéristique d’Euler est donc 
la somme alternée 


X(K) = # sommets — # arêtes + # triangles — :.. 


Proposition 9.2.19. Soit K un complexe simplicial fini, la caractéris- 
tique d’Euler s'exprime en fonction des nombres de Betti par la relation 


X(K) = > (DK) 


qEZ 
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Démonstration. Sachant que pour une suite exacte de modules 


0 — Mi — M > M3 — 0 


le rang vérifie 
rgMı — rgMb + rgM3 = 0 


il suffit d'appliquer cette propriété aux deux suites exactes suivantes : 
0 > B,(K) > Z(K) > H{(K) -— 0 


et 
0 > Z(K) > C(K) > By-1(K) > 0 


D'où 


X(K) = $ (-1) m(K) = D (Dre (KR) 


qEZ qEZ 
= X (-1)1(rgZ,(K) + rgB;-1(K)) 
qEZ 
= X (-1)(rgB(K) + rgH4(K) +rgBa-1(K)) 
qEZ 
= X (-1)(rgH(K)) = X (—-1)8,(K) 
qEZ qEZ 


Exemple 9.2.20. On se propose de calculer les groupes d’homologie 
simpliciaux du tore T. On le représente par le schéma suivant sur lequel 
on a identifié les arêtes verticales entre elles, et les arêtes horizontales : 


s a s 
b4 b 
> 
s a s 


Le schéma est orienté selon l'orientation classique du plan (sens anti- 
horaire). Par identification des arêtes verticales et horizontales, le tore 
est constitué d’un seul sommet. Il y a donc une seule O-cellule {s}, deux 
1-cellules {a,b}, et une seule 2-cellule, le carré entier {c}. Les Z-modules 
associés sont donc C2 = Ze ~ Z, Ci = Za + Zb ~ Z2, et Co = Zs © Z. 
Les bords se calculent simplement en suivant l'orientation. Le bord du 
carré z : Ca — Cı envoie ce a+b—a-—b = 0, et le bord à : C1 — Co 
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envoie ar s — s = 0 et b = s — s = 0. Les groupes d’homologie sont 
donc 


__ker 


HT) — ker d = Z, Hı (T) = Im 6 


= Z? et Ho(T) =Z 


La caractéristique d’Euler du tore est par conséquent 
x(T)=1-2+1 


Définition 9.2.21. Soit L un sous-complexe d’un complexe K, C(L) 
est un sous-complexe de chaînes de C(K). Pour tout entier p € N, on 
note Cp(K, L) = C;,(K)/C,(L). L'homologie de C(K, L) est appelée 
homologie relative de K modulo L. 


Comme le morphisme de bord 0, : Cp (K) — Cp-1(K) passe au 
quotient en un morphisme 0, : Cp(K, L) > Cp-1(K, L), le complexe 
Cp(K, L) est un complexe de groupes abéliens libres et la suite suivante 


est exacte 
0 — C(L) — C(K) — C(K,L) — 0 


On lui associe la suite exacte longue usuelle qui se révèle très utile pour 
le calcul de l’homologie de K, ainsi que le résultat suivant qui consiste 
à retirer les simplexes de K = Kı U Kə qui ne sont pas dans Kı pour 
simplifier le calcul. 


Théorème 9.2.22 (d’excision). Soit K un complexe simplicial qui est la 
réunion de deux sous-complexes Kı et K2, alors pour tout entier naturel 


P, 
H,(Kı U Kə, Kə) ~ H,(K, Kı NA Kə) 


Théorème 9.2.23 (d’excision). Soit K un complexe simplicial et L un 
sous-complexe de K. Soit M C L tel que K\M est un sous-complexe de 
K et L\M un sous-complexe de K\M. Alors pour tout entier naturel p, 


H,(K, L) ~ H,(K\M, L\M) 


9.3 Homologie singulière 


Dans l’homologie simpliciale, on associe à un complexe K une suite 
de groupes abéliens C4(K) et d’homomorphismes de bord à, : C{(K) > 
Cy-1(K) tels que le composé d,-1 © ô; est l’homomorphisme nul. Le cal- 
cul homologique suppose que l’espace topologique est triangulable, ce 
qui n’est pas toujours le cas. En outre, la théorie ne résout pas le pro- 
blème de l’invariance topologique : si deux complexes simpliciaux ont 
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des sous-espaces sous-jacents homéomorphes, rien ne dit que les groupes 
d’homologie sont isomorphes. Pour contourner ce problème, Alexander 
puis Lefschetz ont introduit, au début du xx° siècle, une seconde théorie 
de l’homologie, dite singulière, qui s’applique à tout espace topologique 
et dont l’invariance topologique découle de sa définition. Elle se définit à 
partir de simplexes qui sont les applications continues du simplexe stan- 
dard À, de dimension q. Et parce que ces simplexes peuvent être dégé- 
nérés (considérer par exemple l’application constante de À, sur un point 
de X pour tout entier q > 0), l’homologie est dite singulière. Comme 
dans le cas de l’homologie simpliciale, le calcul des groupes d’homolo- 
gie s’effectue par les outils classiques (suite de Mayer-Vietoris, excision) 
mais est souvent plus compliqué. Seuls les deux premiers groupes d’ho- 
mologie sont connus : Ho(X) est le groupe des composantes connexes 
par arcs et H1(X) est l’abélianisé du groupe fondamental mı( X). On dé- 
montre toutefois que les groupes de l’homologie simpliciale et les groupes 
de l’homologie singulière sont isomorphes. 


Définition 9.3.1. Soit X un espace topologique et q un entier naturel. 
Un g-simplexe singulier de X est une application continue o : Ag > X 
du simplexe standard 


Aq = { (z0, sde RITI xx > 0, £0 +--- +z = 1} 


dans X. 


Soit C{(X) le Z-module libre engendré par l’ensemble de tous les 
q-simplexes singuliers de X. Un élément de C}(X) est une combinaison 
linéaire finie de la forme 

DE 


oc:Aqg >X 
Le bord à : Cy(X) — Cy-1(X) est défini comme étant la somme alternée 
des (q — 1)-simplexes 0,0 


q 


Oo = X (=1) do 


k=0 
obtenus en composant pour tout k = 0, ...,q, l'application ôk : Aq-1 — 
{zx = 0} 
(£0, ---, £g—1) > (T0, ---, Ek—1, Q, £k, ---Lq—1) 


avec l'application ø. Il est alors facile de vérifier que ð o 9 = 0. 


Définition 9.3.2. Le système C*(X) = (C(X), dy)4ez, est un complexe 
de chaînes de groupes abéliens libres appelé complexe singulier de X. 
Ses éléments sont les g-chaînes singulières de X. Chaque g-chaîne est 
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une combinaison linéaire à coefficients non nuls d’un nombre fini de 
g-simplexes singuliers o : Ag —> X. Le q-ième groupe d’homologie singu- 
lière de X est H(X) = Hy(C*(X)). 


Définition 9.3.3. Un complexe de chaînes augmenté de 4-modules est 
un complexe de chaînes C, de A-modules tel que C, = 0 pour q < 0 et 
muni d’un homomorphisme surjectif € : Co — À satisfaisant € o ô; = 0. 
On lui associe le complexe de chaînes réduit Č, 


d 


0 CRAN Ce Es st) 


L'homologie réduite H,(C,) de C, est définie par F(C) = HC 
pour tout entier q. Dans ces conditions, H,(C,) = H,(C) si q # 0 et 
Ho(C+) = ker €/ Im ô. 


En particulier, pour homologie singulière, si X est un espace topo- 
logique non vide, l’homomorphisme surjectif € 


S[noo > X no 
satisfait Im ô; C kere, car si ø est 1-simplexe, alors 
E(Oo) = e(o (e1) — o(eo)) = 0. 
L’homologie singulière réduite de degré q 
A(X) = H(X) si q #0 et Ho(X) ~ Ho(X) Z 
est un foncteur covariant de la catégorie des espaces topologiques non 


vides dans la catégorie des groupes abéliens. 


Théorème 9.3.4. Soient X une variété différentiable et K un complexe 
simplicial. La triangulation de la variété X induit un morphisme de com- 


plexes de chaînes C*(K) > Cé,,(K) qui est un quasi-isomorphisme. 


Ce résultat indique que les groupes homologiques sont isomorphes. 
Il permet de remplacer le calcul de homologie singulière de X par le 
calcul plus simple de l’homologie simpliciale du complexe K. Soient X; 
et Xə deux sous-espaces d’un espace topologique X. Contrairement à 
l’homologie simpliciale, l’inclusion en homologie singulière 


A OES AE EEDA 


n’est pas nécessairement surjective. 
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Définition 9.3.5. Soient X et X2 deux sous-espaces d’un espace topo- 
logique X. La paire (X1, X2) est dite excisive si l'inclusion de complexes 
de chaînes ix : C4(X1) + Ci(X2) — C4(X) induit des isomorphismes en 
homologie. 


Proposition 9.3.6. Si la réunion des intérieurs vérifie 
int xux: X1 Uintx,ux, X2 = X1 U X2 


alors la paire (X1, X2) est excisive. 


Théorème 9.3.7 (de lexcision). Soient Xı et X2 deux sous-espaces 
d’un espace topologique X. La paire (X1, X2) est excisive si et seulement 
si pour tout entier q, l'inclusion j : (X1, X1NX2) > (X1U X2, X2) induit 
des isomorphismes 


Ja: H(Xı, Xı N Xə) — H;(Xı U X2, X2) 


Le théorème d’excision permet, en particulier, le calcul de l’homologie 
des sphères. 


Théorème 9.3.8. Pour tout entier n > 0, l’homologie des sphères satis- 
fait : 

(1) A(S”) xZ siq=n et 0 sinon. 

(2) H (D+, S”) ~Z siq=n et 0 sinon. 

(3) HS”, SI) ~Z OZ siq=n et 0 sinon. 


Démonstration. (1) Considérons les hémisphères 
D% = {x € S”, £n41 2 0} 


et 


D- = {x € S”, £n41 < 0} 


et les ouverts 
UT = {x € S”, £n41 > —1/2} 


et 
U` = {x E€ S”, £n41 < 1/2}. 


L'application du théorème d’excision montre que les applications 
jx : Ha(S”, UT) > H (U+, Ut N UT) 


sont des isomorphismes. Comme U* se rétracte par déformation sur D*, 
U- sur D- et U+ NU sur S”71, l'inclusion de paires (D+,S7-1) — 
(U*T,U*T NU) induit des isomorphismes en homologie. Par conséquent, 
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l'inclusion de paires (D*,S"-1) =; (9”, DT) induit aussi des isomor- 
phismes en homologie H,(D*, 8-1) ~ H,(S", D7). La paire {D*, D7} 
est excisive. Les suites exactes longues en homologie réduite des paires 
(D+, SL et (S", D7) impliquent que 


HD ST RH CS La H(9”, D7) ~ A(S”) 


et par conséquent H,_1(5"-1) ~ H,(S"). Or S? = {_1,+1} a pour 
homologie H,(S°) = Z si q = 0 et 0 sinon. Une induction sur n montre 
alors la première assertion. (2) La deuxième assertion se déduit de la 
suite exacte de la paire (D"*1, 8”). (3) La troisième assertion découle 
des suites 


HÉCD STE) SH (SC SE (8 DY) 


et 
FE RS Se 2 CS S7!) > Ha (S°, D7) 


et des isomorphismes donnés par l’excision. 


Soit P, le polygone régulier à 4g côtés (g > 1) ordonnés de manière 
cyclique 


aıb1a1b1a2b2a3b3....agbga, by 


et orientés dans le sens antihoraire pour les a; et bj, et dans le sens 
horaire pour les a) et bi. On rappelle que le tore T} à g trous est obtenu 
en identifiant les segments orientés aj avec a; et b; avec b'.. L’homologie 
du tore est la suivante. 


Théorème 9.3.9. Pour tout entier g > 0, l’homologie du tore à 
trous satisfait Ho(Ts) © Z, Hı(T}) est libre de rang 2g, HT.) = 
et H(T;) =0 si q £ 0,1,2. 


g 
Z 


Soit Qg le polygone régulier à 2g côtés (g > 1) ordonnés de manière 
cyclique 


a14 4249... ag 

et orientés dans le sens antihoraire pour les a; et dans le sens horaire 
pour les a. On appelle Nọ; la surface non orientable de genre g obtenue 
en identifiant les segments orientés a; avec a. Pour g = 1, cette surface 
est le plan projectif P?(R) et pour g = 2, N3 est la bouteille de Klein. 


Théorème 9.3.10. Pour tout entier g > 1, l’homologie de la surface 
non orientable Ng de genre g satisfait Ho(N,) =~ Z. Hi(N,) admet une 
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présentation de groupe abélien avec g générateurs e1, .., eg, et une relation 
2(e1 +--+ eg) = 0. H(N,) est isomorphe Z971@ Zo si q Æ 0,1. En 
particulier, l’homologie du plan projectif satisfait 


Ho(P?(R)) ~ Z, Hi(P?(R)) > Z2, et Ha(P°(R)) = 0 
et l’homologie de la bouteille de Klein vérifie 
Ho(K) ~Z, Hi(K) 226%, et H{(K) =0 


Soient À un anneau commutatif et À un sous-espace de l’espace topo- 
logique X. Le complexe C,(A; R) est un sous-complexe de C;(X; R). Le 
complexe quotient C;(X;R)/C,(A; R) se note C4(X, A; R) et s’appelle 
le complexe de chaînes relatives de la paire (X, A). Il s'insère dans une 
suite exacte courte de complexes 


0 > C(A; R) > C(X;R) > C;(X, A; R) — 0 


Son homologie H,(X, A; R) est l’homologie relative de la paire (X, À) à 
coefficients dans l’anneau À. On démontre qu'il existe une suite exacte 
longue associée à la suite exacte précédente. 


> Hn (X, A; R) > H,(AR) > H(X;R) > Hn (X, A; R) > 


Lorsque A, B, X sont des espaces emboîtés, on a la proposition suivante. 


Proposition 9.3.11. Si A C B C X sont des inclusions entre espaces 
topologiques, il existe une suite exacte longue d’homologie relative 


> Hn+1(X, B; R) > H,(B, A; R) > H„(X, A; R) > Ha(X, B; R) > 


appelée suite exacte longue du triplet (X, A, B). 


Suites de Mayer-Vietoris. À l’aide de l’invariance de l’homologie 
par homotopie, et en particulier par rétraction et avec la suite de Mayer- 
Vietoris, on calcule les groupes d’homologie. 


Théorème 9.3.12. Soient U et V deux ouverts de M tels que M = 
U UV. Alors la suite courte de Mayer- Vietoris 


0 — Q*(M, R) > Q* (U, R) 8 (VR) => Q* (U A V,R) > 0 
est exacte. On en déduit la suite longue en cohomologie. 


> HP(UNV) > HP(M) > HP(U)@ H?(V) 
> HUNV) > HUM) = 
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Corollaire 9.3.13. Pour tout n € N, HP(S",R) = 0 est nul si p Æ0,n 
et H(S",R) ~ H"(S",R) = R. 


Démonstration. Supposons n > 1 (le cas n = 1 a déjà été vu). Soient N 
et S les pôles nord et sud de la sphère, U = S” S} et V = SWN} 
La suite longue de Mayer-Vietoris 


> HP(U) @ HP-1(V) = H?! (U NV) —> HP(S",R) 

> HP(U)E HP(V) — ... 
montre, puisque U = V ~ R”, que U N V a le même type d’homotopie 
que Set, d'après le lemme de Poincaré ci-dessus, que dès que p > 1, 
HP(U N V,R) ~ HP(S®-LR) et HP(U) © HP(V) = 0. Il s'ensuit que 
H-1 (S-t, R) ~ HP(S",R) et donc par récurrence que H”(S”, R) ~ R 
et H”(S”,R) = 0 si p > 1, p # n. D'autre part, comme S” n’a qu’une 
composante connexe, on a H?(9”, R) œ R. Par ailleurs, de la suite 

0 > HS”, R) =R > H’(U) 9 H°(V) = R? 
> H?(S"™71, R) ~R > H!(S”,R) — 0 


on voit que H!(S",R) = 0, puisque l'application R? — R est surjective. 


Théorème 9.3.14 (Théorème d’excision). Soient X un espace topo- 
logique et A,U C X. On note A l’adhérence de A et Int(A) son intérieur. 
On suppose que U C Int(A). Alors l'injection (X\U, A\U) > (X, A) in- 
duit un isomorphisme en homologie 


H,(X\U, A\U; R) © H,(X, A; R) 


9.4 Homologie cellulaire 


L’homologie cellulaire est une théorie homologique pour la catégorie 
des CW-complexes et des applications cellulaires. Elle coïncide avec leur 
homologie singulière. L’abréviation CW vient de l'anglais closure-finite 
weak topology (à fermeture finie et topologie faible). Le CW-complexe 
généralise le complexe simplicial. Il est obtenu à partir d’un ensemble 
de 0-cellules, ou ensemble de sommets en recollant successivement des 
cellules fermées de dimensions 1, 2,..., le long de leurs bords. 


Définition 9.4.1. On appelle cellule de dimension n tout espace topo- 
logique homéomorphe à la boule fermée B” = {x € R”, ||e|| < 1}. On 
appelle cellule ouverte de dimension n tout espace topologique homéo- 
morphe à l’intérieur de la boule fermée. 
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Définition 9.4.2. Un complexe cellulaire ou CW-complexe est un 
espace topologique X séparé qui est réunion disjointe de cellules ou- 
vertes vérifiant les conditions d’addition suivantes : 


1. Pour chaque cellule ouverte ©, il existe une application continue 
f : B” — X telle que la restriction de f à l’intérieur de la boule B” 
sur C est un homéomorphisme et l’image de la frontière f(0B") 
est contenue dans une réunion finie de cellules de X de dimensions 
inférieures à n. 


2. La topologie sur X coïncide avec la topologie faible, de sorte qu’un 
sous-ensemble Y de X est fermé si et seulement si pour toutes les 
cellules C, l’ensemble Y N C est fermé dans C donc dans X. 


Exemple 9.4.3. 1. La sphère S” est réunion de deux cellules, une 
0-cellule et une n-cellule. 
2. L'espace projectif réel P” (R) = RL P"-T(R) est un CW-complere 
possédant une cellule en chaque dimension comprise entre 0 et n. 
3. L'espace projectif complexe P"(C) = C” U P?-1(C) est un CW- 
complexe possédant une cellule en chaque dimension paire comprise 
entre 0 et 2n. 


4. Tout complexe simplicial est un CW-complexe. 
Définition 9.4.4. Un sous-complexe Y d’un CW-complexe est un fermé 


de X qui est réunion de cellules et qui contient les adhérences de toutes 
ses cellules. 


Définition 9.4.5. Le n-squelette Xn d’un CW-complexe X ou squelette 
d’ordre n est la réunion de toutes les cellules de dimensions inférieures 
ou égales à n de X. 


Définition 9.4.6. Soient X un CW-complexe et Xn un n-squelette. 
Les modules de l’homologie cellulaire sont les groupes d’homologie du 
complexe de chaîne 


Fr Haii Xati Xn) => Hn(Xn, Xn-1) = Hn-1(Xn-1, Xn-2) => Aei 


où par convention X_1 est l’ensemble vide. 


Lemme 9.4.7. Les groupes Hn(Xn, Xn-1) sont des groupes abéliens 
libres dont les générateurs en sont les n-cellules de X, chaque cellule 
étant munie d’une orientation. 

Soit ón : Hna(Xn, Xn-1) => Hn-1(Xn-1, Xn-2), la composée jx © Ox. 
On définit les applications ją et ô, par 


Ox j x 
He, Aa) > Hn-1(Xn-1, Xn-2) 
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Lemme 9.4.8. Pour tout n > 1, 0-10 n = 0. 


Démonstration. Comme par définition 8? = jẹ o (do j,) o ô, et que la 
suite 


jx Ox 
-> Hn(Xn) > Hn(Xn, Xn-1) S Hn- (Xn-1) >- 


est exacte, on en déduit que ðo jx = 0 et donc 8? = 0. 


L'application ôn : Hn(Xn, Xn-1) > Hn-1(Xn-1, Xn-2) est donnée 
par la formule 


n(c) = 5 deg(c, d)d 
d 


où c est une n-cellule, d parcourt l’ensemble des (n — 1)-cellules. Le 
scalaire deg(c, d) est le degré de l'application S”! — S7-1 obtenue 
pour m > 1 par la décomposition 


E S E E EE a 


où ġ, est l'application recollement du bord de la cellule c identifiée 
à S"-1 dans Xn—1, et Yq est la projection canonique sur le quotient 
X»-1/Xn-2 du bouquet de sphères obtenue en projetant toutes les 
sphères autres que celle correspondant à la cellule d. Pour m = 1, le 
scalaire vaut +1 si la 0-cellule d correspond à l'extrémité supérieure ou 
inférieure de la cellule c, et 0 sinon. 


Théorème 9.4.9. Les homologies cellulaire et singulière d’un CW- 
complexe de dimension finie coïncident. 


9.5 Homologie à coefficients 


Dans les homologies simpliciales ou singulières, les chaînes sont des 
combinaisons linéaires de simplexes à coefficients entiers. Il est possible 
de généraliser et de considérer des combinaisons linéaires à coefficients 
dans un groupe abélien G ou dans un anneau quelconque R. La plupart 
des résultats sur les groupes d’homologie à coefficients dans Z se géné- 
ralisent à des coefficients dans GŒ. Les chaînes sont notées C;(X, G) et 
les complexes C;(X, À, Œ) à coefficients dans G. Par exemple, si K est 
un complexe simplicial, 


Cr(K, G) = Cn(K) 8z G 


homologie à coefficients dans G est H,(K,G) = Z,(K,G)/B,(K, G). 
Lorsque Gest un anneau, les groupes d’homologie H,(X, A, G) sont des 
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G-modules. En particulier, lorsque G est un corps (par exemple G = F}, 
Q, R), alors les groupes d’homologie sont des G-espaces vectoriels, libres 
et sans torsion. Notons de plus qu’en général, l’homologie H,(K,G) 
n’est pas le produit tensoriel H,(K) @ G. Le théorème des coefficients 
universels précise cette dépendance à l’aide des foncteurs dérivés Tor et 
Ext (voir le chapitre sur les Catégories). 


Théorème 9.5.1 (des coefficients universels). La suite suivante formée 
par les groupes d’homologie d’un complexe de chaînes de Z-modules libres 
à coefficients dans un groupe abélien G est exacte 


0 — H{(K)@ G > H,(K,G) — Tor(H,-1(K),G) — 0 
Cette suite est scindée mais de manière non naturelle. 
Dans le cas de la cohomologie, le théorème s’énonce ainsi : 


Théorème 9.5.2 (des coefficients universels). La suite suivante formée 
par les groupes d’homologie et de cohomologie d’un complexe de chaînes 
de Z-modules libres à coefficients dans un groupe abélien G est exacte 


0 > Ext(H,_1(K),G) > H(K,G) > Hom(H,(K),G) => 0 
Cette suite est scindée mais de manière non naturelle. 


La non-naturalité de ces deux suites pose des problèmes dans le calcul 
de l’homologie que nous n’aborderons pas ici. Terminons ce paragraphe 
en citant quelques exemples. Pour le plan projectif complexe, homologie 
à coefficients dans un anneau R est 

H(P” (C), R) = R si q = 0,2, ..,2n et 0 sinon 
Pour le plan projectif réel, on a 
Ho(P’(R), R) ~ R, Hi(P°(R),R) ~ R/2R, 
Hə(P?°(R), R) Tor(H\(P?(R)),R) = {x € R,2x = 0} 
H (P?°(R), R) = O, siq Æ 0,1,2. 


K 


L’homologie à coefficients sur un corps ne modifie pas la caractéris- 
tique d’Euler. Soit F un corps et X un espace topologique. On suppose 
que les groupes d’homologie H(X, F) sont des groupes de type fini dont 
la dimension définit le g-ième nombre de Betti 


b(X,F) = dim H,(X,F) 


On démontre que si F est un corps, alors la caractéristique d’Euler- 
Poincaré est indépendante de F 
n n 


XX) = X D(X, F) = X (1) (X) 


q=0 q=0 
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9.6 Cohomologie 


9.6.1 Cohomologie de de Rham 


Soit M une variété différentielle de dimension n. Pour tout entier p 
entre 0 et n, on note QP(M, R) l’espace des p-formes linéaires lisses de M 
à coefficients dans R et QP( M,R) le sous-espace des p-formes à support 
compact. Soit d la différentielle extérieure d : QP(M, R) — QPT(M,R) 
qui pour w(x) = Ya;(x)dx; s'écrit localement 

(3 


we -E (EME ni) 
i Z 


On rappelle que d vérifie do d = 0. 
Définition 9.6.1. Le complexe 


0 —+ QUM,R) Á --- -5 Q” (M,R) — 0 


est appelé complexe de de Rham. Ses cocycles sont les formes fermées 
et ses cobords les formes exactes. La cohomologie de de Rham est notée 
H*(M,R) et la cohomologie à support compact H¥(M,R). Si l’entier 
p #0,...,n, alors QP”(M,R) = HP(M,R) = {0}. 


La cohomologie de de Rham a pour propriétés élémentaires : 


1. L'espace H?(M,R) est un espace vectoriel de dimension égale au 
nombre de composantes connexes de M. 

2. Si M est compacte et orientable de dimension n, alors H”(M,R) 
est non trivial. 


Exemple 9.6.2. La cohomologie du cercle satisfait 
H?(S!, R) ~ H!(St,R) ~R 


Théorème 9.6.3. Toute application lisse entre variétés différentielles 
f: Mı > M induit un morphisme de complexes f* (f* od = do 
f*). Deux applications homotopes par une homotopie lisse induisent des 
morphismes de complexes homotopes. 


Corollaire 9.6.4 (Lemme de Poincaré). (1) Pour tout entier naturel 
neNetpeN*, HP(R",R) ~ HP(pt,R) = 0 et H?(R”, R) ~R, où pt 
désigne un point quelconque. (2) Pour tout n € N*, 


H*(R”\{0},R) ~ H*(S"-LR) 
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Démonstration. Considérons l'application constante f : R” — R° et g 
l'application nulle g : 0 € R? ++ 0 — R”. L'application f og est l'identité 
sur R° et go f est homotope à l'identité de R”. L'application du théorème 
(9.6.3) et de la proposition (9.1.13), montre que l’application induite 
f* : HP(R?, R) — HP(R",R) est un isomorphisme. De plus, l'inclusion 
de la sphère $%-1 — R”\ {0} induit une équivalence d’homotopie, ce qui 
conduit au second résultat. 


Soit M une variété différentiable compacte de dimension n et f une 
fonction C% définie sur M et à valeurs dans R”. On rappelle que les 
points critiques de f sont les points où la différentielle de f s’annule. Il 
est possible de caractériser la cohomologie de M à partir de ses points 
critiques de la manière suivante. Soit f une fonction de Morse sur M. 
Pour tout a qui ne soit pas une valeur critique de f, on note Ma = 
f-!([-c, al) la sous-variété de dimension n de M de bord Ma = 


F7" ({a}). 
Théorème 9.6.5. Si [a,b] est un intervalle de f(M) ne contenant que 


la valeur critique c (a < c < b), et si p est l’indice du point critique x 
correspondant, alors si k £ p, 


H° (M, Ma) = 0 et H” (Mp, Ma) = R 


9.6.2 Caractéristique d’Euler d’une variété 


Soit M une variété différentiable réelle de dimension finie. On note 
HP(M) le p-ième module de cohomologie de de Rham de M à coefficients 
réels HP(M,R). 


Définition 9.6.6. La caractéristique d’Euler de M est la quantité 


x(M) = ÿ_ (1)? dim HP(M) 
p20 


Définition 9.6.7. On appelle p-ième nombre de Betti et on note b,(M) 
la dimension de H°P(M). 
Proposition 9.6.8. On a les propriétés suivantes : 

1. La caractéristique d’Euler de la sphère est x(S”) = 1 + (—1)”. 

2. Pour deux variétés M et N, x(M x N) = x(M)x(N). 

3. Si M est une surface de genre g, alors X(M) = 2 — 2g. 

4. Si M est une variété de bord OM, alors 


x(M\OM) = x(M) — x(0M) 
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5. Si M est la réunion de deux ouverts U et V, alors 
X(M) +x(UNV) = x(U) + x(V) 


Théorème 9.6.9 (Inégalités de Morse). Soit M une variété différen- 
tiable compacte de dimension n et soit Cq le nombre de points critiques 
d'indice p de M, 


1. ba( M) < Cq, pour tout q 


n 
2. x(M) = $ (-1YCy 
q=0 
Théorème 9.6.10. Soient p: M — N un revêtement entre deux varié- 
tés compactes et m le nombre de feuillets. Alors x(M) = mx(N). 


Théorème 9.6.11. Si M est compacte et de dimension impaire, 
x(M) = 0. 


Les structures minkowskiennes interviennent en théorie de la relati- 
vité. 
Définition 9.6.12. Soit M une variété. On appelle structure minkows- 


kienne sur M la donnée en chaque point de M d’une forme quadratique 
sur l’espace tangent non dégénérée d’indice 1. 


Théorème 9.6.13. Une variété compacte admet une structure min- 
kowskienne si et seulement si sa caractéristique d’Euler est nulle. 


Démonstration. Si la caractéristique X(M) est nulle, alors il existe un 
champ de vecteur £ de norme 1. Soit g une métrique riemannienne sur M, 
alors q(x) = g(x, x) — 2g(£,x)? est une métrique minkowskienne sur M. 
Inversement, munissons M d’une structure riemannienne. Il existe alors 
un unique endomorphisme symétrique S tel que q(x) = g(Sx,x). Cet 
endomorphisme possède une et une seule valeur propre négative d'espace 
propre N associé de dimension 1. Le choix sur N d’un vecteur unitaire 
induit l’existence d’un revêtement à deux feuillets sur lequel existe un 
champ de vecteurs qui ne s’annule pas. La caractéristique d’Euler de ce 
revêtement est nulle, et par conséquent celle de M aussi. 


9.6.3 Dualité de Poincaré 


Le théorème de Poincaré montre la dualité existant entre l’homologie 
et la cohomologie. 


Théorème 9.6.14 (de dualité de Poincaré). Soient M une variété com- 
pacte orientée de dimension n et G un groupe abélien (ou un A-module). 
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Alors, pour tout entier naturel p, on a l’isomorphisme 
H,(M,G) ~ H P(M;G) 


Si M est une variété qui n’est pas orientable, ce résultat reste valable 
dans le cas particulier où G = Z/2Z. 


9.6.4 Formule de Künneth 


La formule de Künneth décrit l’homologie singulière du produit de 
deux espaces. 


Théorème 9.6.15. Soit M une variété possédant un recouvrement par 
un nombre fini d’ouverts dont les intersections sont vides ou difféo- 
morphes à R”. Alors pour toute variété N et tout entier naturel q, on 
a 


HUM x N) = È HP(M) ® HIP(N) 


La formule de Künneth pour les complexes de chaînes s'écrit ainsi : 
Théorème 9.6.16. Soient C, D deux complexes de chaînes de groupes 


abéliens tels que C est libre. Alors, pour tout entier q, on a la suite 
exacte courte 


0 — &,H(C) ® Hg-p(D) > H(C@ D) 
pE 


#4 ® Tor(Hp-1(C), H-p(D)) — 0 
pE 
Sous la forme suivante, la formule de Künneth généralise le théorème 
des coefficients universels. 


Théorème 9.6.17. Soient G un anneau principal, X et Y deux espaces 
topologiques. Alors pour tout entier n, on a la suite exacte courte de 
G-modules 


0 —+ 2 H(X,G) 8a Ha(Y,G) > Hn(X x Y,G) 
p+q=n 


—> ® Tor( H(X, G), H;(Y,G))— 0 
i+j=n— 


9.7 Faisceaux 


9.7.1  Préfaisceaux et faisceaux 


Définition 9.7.1. Un préfaisceau sur un espace topologique X et à 
valeurs dans une catégorie C est un foncteur contravariant F de Ouv(X) 
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dans C. Dit autrement, un préfaisceau est la donnée sur chaque ouvert U 
de X d’un objet F(U) et pour chaque V ouvert de U, d’un morphisme 
appelé morphisme de restriction ruv : F(U) — F(V) satisfaisant la 
condition que si W C V, alors le composé des morphismes de restrictions 
ruv : F(U) > F(V) et ryw : F(V) > F(W) est le morphisme de 
restriction ryw : F(U) > F(W), i.e. tel que ruw = ru,v o ruw. Un 
élément f de F(U) est appelé une section de F au-dessus de U et la 
restriction ru,v(f) est notée fly. 


Selon que la catégorie est celle des ensembles, des groupes, des 
anneaux, etc. on parle de préfaisceau d’ensembles, de groupes, d’an- 
neaux, etc. 


Définition 9.7.2. Un faisceau F sur un espace topologique X est la 
donnée sur chaque ouvert U de X d’un objet F(U) et pour V un ouvert 
de U, d’un morphisme appelé morphisme de restriction ruv : F(U) > 
F(V) vérifiant les propriétés suivantes : 

1. Si W C V CU, alors on a TUW = TU,V OTUW 

2. On a ruu = Idr(y) 

3. Recollement. On note ruv(f) = flv. Si U est recouvert par des 

ouverts (U;);er et si l’on se donne des applications f; € F(U;) 


telles que filuinv, = filuinu,, il existe une et une seule fonction 
f € F(U) telle que flu, = fi. 


Les deux premières assertions affirment que F est un préfaisceau. Un 
faisceau est donc un préfaisceau qui vérifie l’axiome de recollement. En 
termes catégoriques, on a la définition suivante : 


Définition 9.7.3. Un préfaisceau F sur X à valeurs dans une catégorie 
C est appelé faisceau si pour tout objet T € C, U —> Home(T, F(U)) 
est un faisceau d’ensembles. 


Exemple 9.7.4. 1. L'ensemble des fonctions lisses (dérivables, ho- 
lomorphes,...) sur une variété M est un faisceau. 

2. Le préfaisceau des fonctions réelles bornées sur un espace topo- 
logique X n’est pas en général un faisceau, car le fait d’être borné 
n’est pas une propriété locale. 

3. L'ensemble ®(M,R) des p-formes différentielles sur M est un 
faisceau. 

4. Les préfaisceaux F sur X à valeurs dans une catégorie C forment 
une catégorie C(X). Tout foncteur T : C — D induit un foncteur 
noté encore T : C(X) > D(X) tel que T(F)(U) = T(F(U)). Tout 
préfaisceau F sur X induit par restriction un préfaisceau Fly sur 
tout ouvert U de X. 
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Définition 9.7.5. Soit F un préfaisceau sur X à valeurs dans une caté- 
gorie C qui admet des limites inductives. On appelle fibre (stalk en an- 
glais) de F au-dessus d’un point x € X la limite inductive (directe) 


U3x 


Définition 9.7.6. Si F et G sont deux préfaisceaux (faisceaux) sur un 
même espace topologique X, un morphisme de préfaisceaux (faisceaux) 
© : F — G est la donnée pour tout ouvert U de X d’un morphisme 
Qu : F(U) — G(U), tel que, pour tout V C U, on a 


! 
Tyv 9 Pu = TU, ° y 


Exemple 9.7.7. Sur le faisceau QP (M, R) des p-formes différentielles, 
d : QP — QPL est un morphisme de faisceau. On démontre que si 
p: F — G est un morphisme de faisceaux, alors le noyau de p est un 
faisceau, mais l’image de y et son conoyau ne sont que des préfaisceaurx. 


9.7.2 Variétés algébriques 


En géométrie algébrique, les faisceaux d’anneaux (ou de k-algèbres), 
pour lesquels F(U) sont des anneaux commutatifs et les restrictions 
sont des homomorphismes d’anneaux, jouent un rôle fondamental. Ils 
permettent de définir de manière rigoureuse les variétés algébriques. Ces 
variétés sont approximativement des réunions de variétés affines. Soit 
k un corps commutatif algébriquement clos, on note P(z1,..., £n) un 
polynôme de k|zx1, ..., £n] et S une partie quelconque de k”. L'ensemble 
des polynômes P nuls sur S 


I(S) = {P € kzi, ..., £n] | Vx € S, P(x) = 0} 


forme un idéal et l’ensemble des points de k” qui annulent les polynômes 
de I(S) est appelé variété affine de S. Le cercle x? + y? = 0 est par 
exemple une variété affine de R?. 


Définition 9.7.8. Un espace annelé est un espace topologique X muni 
d’un faisceau d’anneaux Ox, appelé faisceau structural. L'espace est dit 
localement annelé lorsqu’en tout point, l’anneau des germes de Ox est 
un anneau local. 


Une variété algébrique est un espace annelé quasi-compact localement 
isomorphe à une variété affine. C’est une réunion de variétés affines au 
sens suivant. 
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Définition 9.7.9. Une variété algébrique sur k est la donnée d’un espace 
localement annelé (X,Ox) en k-algèbres qui admet un recouvrement 
fini par des ouverts affines X; (de sorte que l’espace (X;,Oxl|x,) est une 
variété affine). 


9.7.3  Cohomologie des faisceaux 


Définition 9.7.10. Un faisceau G sur un espace topologique X est 
injectif lorsque pour toute suite exacte courte de faisceaux 


0> F> F> F">0 


la suite courte 
0 — Hom(F”",G) — Hom(F,G) — Hom(F',G) — 0 


est exacte. 


Définition 9.7.11. Une résolution d’un faisceau F sur un espace topo- 
logique X est la donnée d’une suite exacte longue de faisceaux 


i d? d! d? 
0> F >P Sg ags... 


Définition 9.7.12. Un faisceau est acyclique si tous ses groupes de 
cohomologie sauf H? sont triviaux, i.e. pour tout p > 0, H? (X, F) = 0. 


Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes abéliens 
sur X et U = (U;)i=0,...n un recouvrement ouvert fini de X. On définit 
le complexe de Cech de la manière suivante. Soit 0 < p < n, on introduit 
la cochaîne 

C?(U,F)= IT FUN nU) 


io<...<ip 


et C (U, F) = 0 si p > n. Ainsi C° est formé des sections s; sur les U;, 
CT est formé des sections sij de F sur chaque intersection U; N Uj, etc. 
La différentielle dtt : CP — CPHL est définie par la formule 


p+1 
+1 — k 
(dP 5)io..ip}1 on > e So Beer Uio NU 
=0 


On vérifie que dt! o d? = 0. Ce complexe définit le complexe de 
Čech de F relatif au recouvrement U. Les espaces de cohomologie sont 


vP 
notés H (U, F). On peut montrer que, sous certaines hypothèses, la 
cohomologie de Cech ne dépend pas du recouvrement affine choisi. 
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Soient X un espace topologique, F un faisceau de groupes abéliens 
sur X et U = (U;)i=0,...n un recouvrement ouvert fini de X. Les groupes 
de cohomologie d’un faisceau de groupes abéliens 


-> (X, OP Des TON OP) > T(X, gP!) >- 


où les (G*) sont une résolution injective du faisceau F, F(X, GP) sont les 
groupes abéliens des sections globales de GP et H?(X, F) ~T(X, F). 


Théorème 9.7.13. Pour tout faisceau F de groupes abéliens sur une 
variété différentielle M de dimension n, les espaces de cohomologie de 


g vP 
Cech pour tout p > n, sont triviaux H (U, F) = 0. 


Théorème 9.7.14. Soient M une variété différentielle de dimension n 
et Zm le faisceau des fonctions localement constantes de M à valeurs 
dans Z. Alors la cohomologie de Čech de M à coefficients dans Zy est 
isomorphe à sa cohomologie singulière à coefficients entiers 

yP? 

H (M,Zm) = HP(M,7Z) 
Théorème 9.7.15. Soient M une variété différentielle de dimension n 
et Rm le faisceau des fonctions localement constantes de M à valeurs 
dans R. La cohomologie de Čech du faisceau Rm coïncide avec la coho- 
mologie de de Rham de M. 


vP 
H (M, Rm) ~ H? pR(M,R) 


9.8 Exercices 


Exercice 9.1. On considère le diagramme suivant entre deux suites 
exactes de groupes abéliens. 


A fi A N 5. x, 


Le nt 


pis purs peer 


Montrer que (1) si 9, est surjective et %2, 4 injectives, alors g est injec- 
tive et (2) si ®, est injective et ,,@, surjectives, alors ® est surjective. 
En déduire le lemme des cinq : 


À fi A> f As fs Aa fa A; 


N: 


gı 92 93 g 
Bı > Bə > B3 > B4 > B5 
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Si ®1; Do, Da, Ps sont des isomorphismes, alors @, est un isomorphisme. 


Solution 9.1. 1) La méthode de preuve utilisée dans ce genre d’exercice 
est appelée une chasse au diagramme. On prend un point x3 € A3 tel que 
Pa(x3) = 0. De ġ4(f3(x3)) = g3(D3(x3)) = 0 et de l’injectivité de 94, on 
déduit que f3(x3) = 0. L’exactitude en 43 implique qu’il existe un point 
z2 € A2 tel que z3 = f2(x2). De go(p2(r2)) = P3(f2(x2)) = p3(x3) = 0 
et de l’exactitude en B2, on déduit qu'il existe un point yı € Bı tel que 
gi(y1) = @2(x2). De la surjectivité de @,, on peut affirmer qu’il existe 
un point xı € A; tel que @,(x1) = yı. De plus 


Pa(xe — fi(x1)) = Da(x2) — g1 ($1 (2£1)) = ¢2(£2) — gi(y1) = 0 


Comme ®, est injective, x2 = f1(x1). Et finalement, 
z3 = fa(x2) = (f2 0 f1)(x1) = 0 


Ce qui montre que le noyau de 3 se réduit à 0 et que donc ġ est 
injective. 

2) La surjectivité de ə se démontre de la même manière à partir d’un 
point y2 € Bə. 

3) L'application des deux résultats précédents conduit au lemme des 
cinq. 


Exercice 9.2. Soit 0 > À DO > 0 une suite exacte 
de R-modules. Montrer que les trois propositions suivantes sont équiva- 
lentes. 

(1) Il existe un morphisme s : C — B tel que go s = id. 

(2) Il existe un morphisme r : B — À tel que ro f = id. 

(3) Il existe un diagramme commutatif tel que les morphismes verti- 
caux sont des isomorphismes, 


FN RE: 


nn: 


td PAC CR = 0 


où 1 est l'inclusion canonique et q la projection sur le facteur C. 


Solution 9.2. Les deux implications (3) = (1) et (3) = (2) sont 
triviales. Supposons que (1) est vraie et montrons (2). Considérons le 
projecteur so g. En posant y = idg — so g : B — B on voit que 


Im ọ = ker y = Im f 


La composée u = yo f : À — Im f est un isomorphisme. Il suffit alors 
de poser r = u™t o pour avoir un morphisme de B — A qui vérifie 
ro f = id. 
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Exercice 9.3. Soit k un corps et C un complexe de k-espaces vectoriels 
de dimension finie tel que C; = 0 sauf pour un nombre fini d’indices 1. 
Montrer que la caractéristique d’Euler 


x(C) = ÿ_(-1)" dim H,(C) 


n 


est donnée par 


x(C) = X(-1)" dim C, 
nm 
Solution 9.3. D’après le théorème du rang, on a 
dim Cn = dim ker dn-1 + rgdn-1 
D'autre part, par définition 


dim Hn (C) = dim ker dn—1 — rgdn 


D'où la solution par changement d’indice 


x(C) = 5-1)" dim H,(C) = >51)” (dim ker dh_1 — rgdn) 
= 51)" (dim ker dn_1 + rgdn-1) = 5-1)” dim Ch 


Exercice 9.4. Calculer homologie singulière du cercle St. 


Solution 9.4. Soient N, S les pôles nord et sud du cercle X = St. On 
considère les ouverts U = SI\N et V = S1\$S. Chacun de ces ouverts 
se rétracte sur un point. Leur homologie est donc celle d’un point : elle 
vaut Z en degré 0 et est nulle au-delà. L’'intersection UNV = S!\{N,S} 
se rétracte sur deux points. Son homologie est donc Z? en degré 0 et 
nulle sinon. En écrivant la suite de Mayer-Vietoris, 


H (U)® H(V) > Hi(S!) = Ho(UNV) > 
Ho(U) & Ho(V) > Ho(S!) — 0 


soit 
0— H (SH >Z? > ZZ > Ho(S!) — 0 


Comme le cercle S! est connexe, Ho( S1) = Z. Comme la suite est exacte, 
la seule solution est Hı (S1) = Z. Et au-delà H;(S1) = 0, pour tout i > 2. 


Exercice 9.5. Calculer homologie singulière de la sphère S? de dimen- 
sion 2. 
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Solution 9.5. En procédant de la même manière que dans l’exercice 
précédent, on note N, S les pôles nord et sud de la sphère. On considère 
les ouverts U = S?\N et V = 8°\S. Chacun de ces ouverts se rétracte 
sur un point. Leur homologie est donc celle d’un point qui vaut Z en 
degré 0 et qui est nulle au-delà. L’intersection U N V = S?\{N,S} se 
rétracte sur l'équateur de la sphère, c’est-à-dire sur le cercle S1. La suite 
exacte de Mayer-Vietoris donne pour un degré i > 3, 


0 — H;(S?) — 0 


et par conséquent H;($?) = 0 pour tout à > 3. Pour les autres degrés, 
la suite s'écrit 


0 — HS?) — Z — 0 — HSA — Z> 7? — Ho(S?) — 0 


Comme la sphère est connexe, Ho(S?) = Z. La flèche Z — Z? est injec- 
tive. Donc la flèche précédente est nulle. Par conséquent, 


0 — Hi(S?) — 0 


D'où H1($?) = 0. Enfin, 0 > H2($?) — Z — 0 conduit à H2( 9°) = Z. 
Exercice 9.6. Calculer homologie singulière du tore T? + St x S1. 


Solution 9.6. On considère le tore comme le recollement du carré 
[0,1] x [1,1] par les bords et deux ouverts U et V qui sont deux manchons 
qui se recouvrent partiellement U = [0,3/4] x [0,1]/+ et V = [1/4,1] x 
[0,1]/~. Ces deux ouverts se rétractent sur un cercle S! et ont par 
conséquent le même type d’homologie que le cercle. L’intersection U A V 
se rétracte sur deux cercles et a donc le type d’homologie de Z?. La suite 
de Mayer-Vietoris conduit pour un degré i > 3 à 0 — H;(T?) — 0, donc 
à des groupes d’homologie nuls H;(T?) = 0. Pour les autres degrés, 


0 — HT?) > H(UNV)— Hi(U) @ H (V) > H1i(T?) 
> Z > Z > HT?) +0 


Or Hı (U NV) = Z? comme bouquet de deux cercles et 
Hı (U) Hı (V) = 7? 


L'application Hı(UNV) —> Hı (U)SH (V) envoie deux générateurs (a, b) 
sur (a+b,a +b). Son image est le groupe Z ainsi que son noyau. Comme 
H2(T?) est isomorphe au noyau de cette application, on en déduit que 
H2(T?) = Z. Pour calculer Hı (T°), considérons les applications u et v 


H (T3 5 Z? = Ho(U NV) + Z? = Ho(U) & Ho(V) > Ho(T?) = 0 
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Comme le noyau de v est Z et est isomorphe au conoyau de u, il s'ensuit 
que l’image de u est Z. Et par conséquent H1(T?) = Z2. En conclusion 


Ho(T?) = (T?) =Z, Hi(T?)=Z?, Hi(T?) = 0 
pour tout 4 > 3. 


Exercice 9.7. Soient (X, xo) et (Y, yo) deux espaces topologiques poin- 
tés. On suppose que ces espaces admettent des voisinages ouverts U et V 
de leurs points de base qui se rétractent sur ce point. Calculer le groupe 
d’homologie singulière du bouquet H,(X V Y) en fonction des groupes 
Hh(X) et H;(Y). Calculer les groupes d’homologie du bouquet de trois 
cercles B = St v Stv St. 


Solution 9.7. Les deux ouverts X V V et Y V U forment un recou- 
vrement ouvert de X V Y. Ils ont le même type d’homotopie que X et 
Y respectivement. En appliquant la suite de Mayer-Vietoris, on a pour 
tout n > 2, 


0> H,(X) 6 Hn(Y) > H{X VY)>0 
et pour n = 0 et 1, 
0 > H(X)® HY) > H(X VY) > H(t) > H(X) Ho(Ÿ) 
> H(XvY)>0 
Or l'application À est injective, on a donc deux suites exactes courtes 
0> H(X) 6 H(Y)> H(XVY)-0 


e 0 — Ho(xo) —> H(X) (S>) Ho(Y) > Ho(X V Y) — 0 
Pour le bouquet, on a Ho(B) = Z, 

Hı(B) = H (S+) $ H(51) & H1 (St) = 7° 
et 

H(B) = H{(S1)  H2(S!) 9 Ha(St) = Z 


Exercice 9.8. Soient R un anneau commutatif, M une variété de 
dimension n et x € M. En appliquant le théorème de l’excision (9.3.14), 
calculer homologie relative par rapport au complémentaire d’un point 


H(M, M\{z}; R) 


Sachant que l’orientation en un point x se définit par un générateur de 
H,(M, M\{x};2), en déduire qu’il ne peut exister que deux orientations 
en un point donné. 


Exercices 243 


Solution 9.8. Sachant que tout point x € M admet un voisinage fermé 
D homéomorphe à une boule fermée B”, le complémentaire M\D est 
un ouvert dont l’adhérence est incluse dans M\{x}. L'application du 
théorème d’excision montre que 


H(M, M\{z}; R) € H{(D, D\{x}; R) 


Comme de plus D\{x} © B”\{0} a le même type d’homotopie que la 
sphère S"-1, on a 


H,(D, D\{z}; R) S H(B”, S"7t; R) = R si q = n et 0 sinon 
De l’isomorphisme 
H(M, M\{x};R) = Hn-1(D\{x}: R) S Z 


on déduit qu’il ne peut y avoir que deux orientations en un point x. 


Exercice 9.9. (1) En utilisant le mot associé au tore T} à g trous, 
calculer son homologie H,(T;; R). (2) Soit X, une sphère S° dont on a 
retiré 2g petits disques. Calculer homologie de X,. En déduire l’homo- 
logie de T}. 


Solution 9.9. (1) Toute surface X s'obtient à partir d’un bouquet de 
n cercles l',} par adjonction d’une 2-cellule le long d’une application 
continue f : S! — Pn représentée par le mot associé à la surface X. 
Ainsi pour tout q > 2, 


HG; R) = Hj(ln; R) 

Pour les degrés inférieurs, on a la suite exacte 
1s Ha(f) 1 
0> HWE) — H(S) —> H (Tah) > HS) —0 
Lorsque Z = T}, le mot associé (a1b1a; b7")... (agbga; +07") est la 
classe d’un composé de lacets, où chaque lacet apparaît avec son inverse. 
Comme la classe d’un composé est la somme des composés 
[ww] = [w] + [uw] 
on en déduit que l’application H;(f) est nulle. Par conséquent, 
Hı (Ty; R) © Hı (Tag; R) = R” 


et 
HT R) S Hı (St; R) = R 
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2g 
(2) La sphère trouée X, = 9°\ L D; est homotope à un bouquet de 
j=1 


(2g — 1) disques. Par conséquent, Ho(X,: R) = R, Hı(X;; R) = R297! 
et H(X; R) = 0 pour tout q > 2. Le tore T} peut être vu comme 
la sphère précédente dans laquelle les 2g paires de cercles sont recollées 
par g cyclindres. À laide de la suite exacte longue de Mayer-Vietoris, 
on trouve que 


Ho(T;; R) = R, Hı (T7; R) © Hı (T25; R) = R” 


et 
(TRIER; H,(T;; R) = 0 pour q > 2 


Exercice 9.10. En utilisant un complexe de chaîne cellulaire, calculer 
homologie H,(P%(R),Z) de l’espace projectif P3(R). 


Solution 9.10. L'espace P"(R) est homéomorphe à S” /{+1}, mais 
aussi à l’espace obtenu à partir du disque fermé D" en identifiant les 
points diamétralement opposés de sa frontière 9D"  S"-1, L'espace 
P” (R) est donc l’union disjointe 


P*(R) = D"U(S"/{+1}) = D” U P"-I(R) 


L'espace P?(R) est un point, done un CW-complexe. Par récurrence, 
l’espace projectif P”(R) est un CW-complexe dont la décomposition 
cellulaire est celle de P"-T(R) à laquelle on ajoute une n-cellule via le 
quotient D” — P'(R). L'espace P?(R) s'obtient à partir d’un cercle 
en recollant une 2-cellule selon une application de degré 2 de S! dans 
St. Une structure cellule est donc constituée d’une 0-cellule ep, d’une 
1-cellule e; et d’une 2-cellule e2. Son complexe de chaînes est donné par 


Zes ar Zei a Zeo 
ce que l’on écrit plus simplement 
2 0 
Z—Z—7Z-0 


L'espace P3(R) s'obtient en ajoutant une 3-cellule, donc une application 
Lez EE Zes, qui est nulle puisqu'il s’agit d’un complexe. On en déduit 
que 


Ho(P#(R):Z) = Z, Hi(P(R);Z) = Z/2Z, 
Ha(P'(R);Z) = 0, H3(P°(R);Z) =Z 
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Dans le cas général, le complexe cellulaire pour P”(R) 


DS ET TT 7 sp) 
permet le calcul Ho(P”(R); Z) = Z, 

H,(P”(R);Z) = 0, siq > 2 pair, 

H(P”(R); Z) = Z/2Z, si0 < q< n impair 


et pour q =n 

Ha(PT(R);2) =0, sin pair, Hna(P”(R);, Z) = Z, sin impair 
Exercice 9.11. En utilisant le résultat de l'exercice précédent, montrer 
que le plan projectif P?(R) a même homologie qu’un point dans Q. 


Solution 9.11. Pour tout Q-module X, Tor/(X,Q) = 0. En appliquant 
le théorème des coefficients universels, on voit que 


H(X; Z) 9 Q—H,(X;Q) 
Or d’après l'exercice précédent 
Ho(P?(R):Z) = Z, Hi(P'(R);Z) = Z/2Z, 
H(P'(R);Z) = 0,siqg>1 
On en déduit 
Ho(P°(R);Q)=Q, H,(P(R};Q)=0, sig>1 
Le plan projectif P?(R) a donc même homologie qu’un point dans Q. 


Exercice 9.12. Montrer que le plan projectif P2(R) a même homologie 
dans Z2 = Z/2Z que le bouquet S1 v 92. 


Solution 9.12. En appliquant le théorème des coefficients universels 


0 > H(X; Z) Z2 > H(X; Z2) > Tor (H,_1(X;Z); Z2) > 0 


on a 
Ho(P?(R); Z2) = Zə, Hı(P?°(R); Z) = Z2, 
H(P?°(R); Z2) = Tor/(Zo; Z2) = Z2 
H (P?(R);Z2) = 0, siq>1 


Pour St V S?, ona 
H (Sv $; Z) = Zsiq=0,1,2 
H(St V S°; Z) Osiq>2 


St v 8? a donc même homologie sur Z2 que P?(R). 
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Variétés complexes 


Les variétés complexes sont définies de la même manière que les varié- 
tés réelles, mais ici on suppose que les changements de cartes sont ho- 
lomorphes. Il est possible de transposer la plupart des résultats obtenus 
sur les variétés réelles en remplaçant l’espace R par l’espace complexe C 
ou de complexifier des variétés réelles de dimension 2n. 


10.1 Structures complexes 


La principale différence entre la différentiabilité sur R” et la différen- 
tiabilité sur C” est qu’une fonction f sur R” est différentiable en un point 
si elle admet des limites égales à droite et à gauche de ce point, alors 
que dans le cas complexe, cette égalité doit être vérifiée dans toutes les 
directions. Dans la suite du texte, nous supposons que les fonctions com- 
plexes sur C” considérées comme des fonctions de variables réelles sont 
différentiables au sens réel, c’est-à-dire qu’elles admettent au voisinage 
du point considéré un développement limité à l’ordre 1. 


Définition 10.1.1. Une fonction f : C” — C à valeurs complexes est 
holomorphe si f = P + iQ vérifie les relations de Cauchy-Riemann pour 
chaque zj = £j + iyj, j = 1,2,.,n 
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Si l’on pose 


A S LT SR i e E 
G Oz 2 zj "Dy; i ide, 2 Orj yj 


on vérifie que f est holomophe si elle ne dépend pas de Z, 


= Ô 
of = ET 


#3 


= 0 


pour chaque j = 1,2,..,n. 


Définition 10.1.2. Une application (h1, ..., hm) de C” — C” est holo- 
morphe si chaque hj pour j = 1,2,..,m, est holomorphe. 


Définition 10.1.3. Une variété complexe M de dimension n est un 
espace topologique dénombrable à l'infini (c’est-à-dire localement com- 
pact et o-compact) possédant un atlas de cartes {U;, p;} sur C”, c’est- 
à-dire telles que (U;) est un recouvrement ouvert de M et p; un homéo- 
momorphisme de U; sur un ouvert V; de C” et tels que si U; et Uj sont 
deux ouverts tels que U;N U; # Ø, l'application de changement de cartes 
Yi = pip] de y;(U; N Uj) sur p;(U: N Uj) est holomorphe. 
Exemple 10.1.4. 1. Les variétés complexes de dimension 1 sont 
appelées surfaces de Riemann. 
2. Le produit cartésien de deux variétés complexes est une variété 
complexe. 
3. Une variété kählérienne est une variété hermitienne dont la 
2-forme hermitienne associée est fermée. 
4. Les variétés de Calabi-Yau (variété kählérienne dont la première 


classe de Chern est nulle) sont des variétés complexes que l’on 
rencontre en théorie des cordes. 


Définition 10.1.5. Soit M une variété différentielle. Une structure 
presque complexe sur une variété M de dimension 2n est une section 
J du fibré des endomorphismes de TM qui vérifie J? = —Idrw. 


Munis d’une structure presque complexe sur M, la plupart des ré- 
sultats de géométrie différentielle restent valables dans le cas complexe. 
L'espace C” est identifié à l’espace R?” par l’application 


(z1, 22, Zn) => (z1, Y2, T2, Y2; -3 En, Yn) 


où zj = zj + iyj, j = 1,2,..,n. Les dérivées partielles définissent un 
champ de repères qui vérifient 

ð ð o o 

zj E yj” yj Ôt; 
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L'espace tangent est engendré par 2n vecteurs 
(0/0x1,…,0/0x»,0/0y1,…., 0/0yn) 


et dans cette base le tenseur de type (1,1) est 
O0 —Id, 
i | Id, 0 | 
Les 2n champs de vecteurs 
Où = AE 0 ; ð ð 1/0 ae ð 
Oz; "3 zj yj | Zj 2 zj Oyj 


forment une base de l’espace tangent TM, et de manière duale, les 2n 
champs de vecteurs 


dzj = dx ; + idy, dz; = dx ; — idy 


forment une base de l’espace cotangent TM. Les fibrés tangent et cotan- 
gent se décomposent en parties holomorphes et antiholomorphes. On a 
une décomposition en somme directe de fibrés vectoriels complexes 


TRM Sr C = Tc M & TcM 


À partir de ces définitions élémentaires, on introduit les formes dif- 
férentielles complexes. En prenant deux q-formes réelles a, 8 € QM), 
il est facile de former une q-forme complexe en posant w = a +15. On 
définit son conjugué par W = a — iB. On note NQI(M)E l’ensemble des 
g-formes complexes. 


Définition 10.1.6. Une forme différentielle complexe de degré m est 
une section globale C% du fibré 


m Pp q 
NTM=~ @ NTEM 8 NTM 
p+q=m 


Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur une variété complexe M. Le 
produit extérieur de deux q-formes complexes œ = u + iv et B =r +is 
est défini par 


aAB = (u+iv)A(r+is) 
= (uAr—-vAs)+iuAs+uAr) 


et la dérivée extérieure d est définie par 


d(u + iv) = du + idv 
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On note (P1(M,E) l’espace vectoriel complexe des formes différen- 
tielles de bidegré (p, q) qui sont localement somme du produit extérieur 
de p formes linéaires et de q formes antilinéaires. La somme orthogonale 
des formes différentielles sur M à valeurs dans Æ sont les sections du 
fibré A*M & E 


QP(M)C =T(AVM@E)= © ME) 
p+q=m 


Une (p, q)-forme wp,q s'écrit localement 


Wp = W pia risptp Papa AZE A a A dz? A dZ’ A... A dz™ 


plq! 
Toute m-forme se décompose 

y Wp,q 
p+q=m 


; ; ER _ Gas ; 
Posons pour simplifier l'écriture w,5 = Wpis hp Tir Ta" La différentielle 
d’une (p, q)-forme w 


Ow,% 
Kaa) dz"! N... Adz”? A dZ” A... Adz 


CEA 


est un mélange de (p + 1,q)-formes et de (p,q + 1)-formes. Cette diffé- 
rentielle se décompose en une somme de deux formes que l’on appelle 
les opérateurs de Dolbeault à : QP4(M) — QPFHI(M) et 3 : PAM) > 
QPa+1(M) 

d=0+0 


Pour deux multi-indices u, v, notons w = wp gdz” \dz° l'opérateur à est 
donc 


Dés = Pas à A À dz! À dz” 
0z% 
et l'opérateur à 
Jw = Cu qe) A de" ^ d7” 


Le résultat suivant résume les Hate élémentaires des opérateurs de 
Dolbeault. 


Théorème 10.1.7. Soit M une variété complexe et soient œ une 
g-forme complexe et B une p-forme complexe. 


1. Les opérateurs de Dolbeault 9 et ð anticommutent et sont de carrés 


nuls 00a = (00 + 08)a = 00a = 0 
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2. On a ða = da, et 0a = ða 


3. Les opérateurs de Dolbeault à et ð sont des antidérivations de degré 
1 


O(a A B) = ða A B +(—1)la A 08 


et 
alan b) = da A B + (—1)Ta A 0B 


Une fonction f est holomorphe si et seulement si 3f = 0. 


10.2 Cohomologie de Dolbeault 


En géométrie complexe, la cohomologie de Dolbeault est pour les 
variétés complexes ce que la cohomologie de de Rham est pour les varié- 
tés réelles. Soit E un fibré vectoriel holomorphe sur une variété complexe 
M. Pour une forme différentielle p de bidegré (p,q) et € une section 
holomorphe de E, po £ est une forme différentielle de bidegré (p, q). On 
définit 

dlp o £) = 0p 8 E 


ainsi que l'opérateur de Cauchy-Riemann 
Ə : QPM, E) > QM, E) 


Le complere de Dolbeault (QP*(M, E), 0) permet d'introduire le q-ième 
groupe de cohomologie 


HP4(M) = ker(ð : QP1 — QP:3+1) 
_ Im( : QP:4-1 — Qera) 


Le théorème suivant montre que la cohomologie de Dolbeault est équi- 
valente à la cohomologie de Cech au sens suivant : 


Théorème 10.2.1 (de Dolbeault). Le (p, q)-ième groupe de cohomologie 
de Dolbeault HP1(M) du fibré holomorphe E est isomorphe au q-ième 
groupe de cohomologie de Čech du faisceau des p-formes holomorphes 
sur M à valeurs dans E. 


HPA(M,E) = H1(M, NM Q E) 
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10.3 Variétés hermitiennes 


Soit M une variété complexe et g la métrique riemannienne induite 
par la structure de la variété réelle sous-jacente. On prolonge g de la 
manière suivante. Pour X = A + iB et Y = C + iD, on pose 


g(X,Y) z g(A, B) — g(B,D) + i(g(A, D) +g(B,C)) 


Dans ces conditions, la matrice guv = g(0/0z!,0/02°) vérifie guo = Jr. 


Définition 10.3.1. Soit M une variété complexe et g une métrique 
riemannienne. Une métrique hermitienne est une métrique riemannienne 
sur M qui préserve la structure presque complexe 


IX, JY) =g(X,Y) 


en tout point x € M et pour tout X,Y € TyM. 


Définition 10.3.2. Une variété hermitienne (M, g) est la donnée d’une 
variété complexe M munie d’une métrique hermitienne g. 


Théorème 10.3.3. Une variété complexe admet toujours une métrique 
hermitienne. 


Démonstration. Il suffit de définir la métrique 


I(X;Y) = 5 (X,Y) + g(JX, JY)) 


1 
2 


qui est hermitienne. 
Remarquons que si g est une métrique hermitienne, alors 
Juv = Iro =Q 
En effet, 


gw = 9(0/02",0/02°) = g (J0/Əz!, JƏ/Ə2) 
—g (0/82", 0/82”) = -guv 


La métrique hermitienne est donc de la forme 
g = godz" Q dZ” + gwdZ" @ dz” (10.1) 


Définition 10.3.4. Soit (M, g) une variété hermitienne. Une forme de 
Kähler w est une 2-forme définie sur Tm x Tm vérifiant 


w( X,Y) =g(JX,Y) 
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Proposition 10.3.5. Une forme de Kähler est invariante sous l’action 
de J. 


Démonstration. On a 


W(JX, JY) = gJ?’ X, JY) = g(J’X, FY))=w(X,Y) 


Proposition 10.3.6. Une forme de Kähler est antisymétrique. 
Démonstration. En effet, 


W(X, Y) = g(JX,Y) = g(J?X,JY) = —g(JY, X) = -w(Y, X) 


Proposition 10.3.7. Les composantes d’une forme de Kähler vérifient 


Wuv = Wa — 0, Wun = Wou 5 Vu 


de sorte que 
w = —iguvdz" À dZ” 


Démonstration. À partir de (10.1), on a 
w (0/0z",0/0z2°) = w(J0/0z:",0/0z2°) = igu = 0 


et de la même façon 


w (0/07*,0/07°) = 0 
En outre, 
w (0/02",0/07") = igur = —w(0/07°,0/0z") 


D'où l’on déduit les formules donnant les composantes. De plus, 


w igumdz” Q dZ” — igūudz” Q dz” 


19508 ^A dz” 


Proposition 10.3.8. Une forme de Kähler est une forme réelle. 
Démonstration. En effet, 


D = —igu5d2" À dz” = —igmdz" À dZ” = w 


254 Variétés complexes 


Proposition 10.3.9. Soit w une forme de Kähler d’une variété hermi- 
tienne (M, g) de dimension dimc M = n. Alors la 2n-forme 


uw À... AW 


(répété n fois) ne s’annule en aucun point. 
Ce résultat permet de montrer le théorème suivant. 
Théorème 10.3.10. Toute variété complexe est orientable. 


Toutes les notions introduites dans le cas réel (dérivée covariante, 
connexion, torsion, courbure, forme de Ricci, etc.) s'étendent au cas 
complexe. On impose que le transport parallèle d’un vecteur holomorphe 
soit encore un vecteur holomorphe. Les composantes de la connexion 
vérifient 


V,0/6:° =1},6/62, V,0/6% = 1},0/07* 
Elles s’annulent sauf en ne et pa On a 
V10/07° = V:0/0z° = 0 


Sur la base duale, les seules dérivées covariantes qui ne s’annulent pas 
sont 
v V JÀ LU = TT Jà 
Vudz = -T adz", Vydz = Txt 


Définition 10.3.11. Une connexion est hermitienne si elle est com- 
patible avec la métrique (V,),, = 0 et si ses composantes mixtes 
s’annulent. 


Une connexion hermitienne vérifie 


OxQus IxT au = 0, OEguv GT àn 0 
soit en composantes 
i T g Okimi Tèz = g Orgue 


\ 


où (g>) 


est la matrice inverse de 9,5, 
TA, _ _ gv TX, _ __ sT 
9° Qu = du 9" 9x = 0% 


La torsion est définie comme dans le cas réel par 


T(X,Y) = VxY —- Vy X - [X,Y] 
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De même, le tenseur de courbure de Riemann suit la même définition 
que dans le cas réel 


R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vix yZ 
Le tenseur de Ricci est obtenu par contraction du tenseur de courbure 


Rica = Rýpa = 05 (973g) = -23G 


où G = det(gw#). La forme de Ricci est définie par 
R = iRicyydz! A dZ” = i00 log G 


La forme de Ricci est fermée. En appliquant la formule 90 = — łd(0—9ð), 
la dérivée dR = -id (3 — ð) log G = 0, la forme est donc fermée. Mais 
cette forme n’est pas exacte. Cette obstruction est due à l'existence de 
la première classe de Chern. (Voir le chapitre sur la Théorie de l'indice). 


10.4 Variétés kählériennes 


Les variétés kählériennes sont des variétés complexes, munies d’une 
forme hermitienne dont la partie imaginaire est symplectique. Ce sont 
des variétés riemanniennes, complexes, symplectiques. 


Définition 10.4.1. Une variété kählérienne est une variété hermitienne 
(M, g) dont la forme de Kähler w est fermée dw = 0. 


Théorème 10.4.2. Une variété hermitienne (M, g) est une variété käh- 
lérienne si et seulement si il existe pour la connexion V, de Levi-Civita 
associée à g une structure presque complexe J telle que 
Vale 0 
Démonstration. Pour tout X,Y, Z, on a 
(Vzw)(X,Y) = Vz(w(X,Y))-w(VzX,Y)-w(X,VzŸ) 

= VZ(g(JX,Y))— g(JVZX,Y) — g(JX, VzY) 
(Vz9)(JX,Y) + g(VzIX,Y) — g(JVzX,Y) 
= g(VzJX — JVZX,Y)=g((VzJ)X,Y) 


Il s'ensuit que Vzw = 0 si et seulement si VzJ = 0. 


Exemple 10.4.3. 1. L'espace complexe euclidien C” identifié avec 
R?” muni de la forme de Kähler suivante est une variété kählé- 
rienne. 


E n 
ge SD dt À dt = Y dr# A dy 
u=1 p=1 
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2. Le plan projectif complexe P"(C) muni de la métrique de Fubini- 
Study (connue en mécanique quantique sous le nom de métrique 
de Bures) est une variété kählérienne. La forme de Kähler s'écrit 


w = 500 08 |Z}? 


où ln |Z|? est appelé le potentiel de Kähler {voir le paragraphe ci- 
après). 

3. Toute variété M complexe orientable de dimension dimç M = 1 
est une variété de Kähler. Ce sont les surfaces de Riemann. 


4. Une variété de Kähler compacte dont la première classe de Chern 
s’annule est appelée une variété de Calabi-Yau. 


Définition 10.4.4. Soit M une variété différentiable. M est une variété 
presque complexe s’il existe un tenseur J du type (1,1) tel que pour tout 
point x de M, J? = —Id,. Le tenseur J est appelé une structure presque 
complexe. 


Définition 10.4.5. Soit M une variété presque complexe. Si le crochet 
de Lie de tout champ de vecteurs holomorphes X,Y est aussi un champ 
de vecteurs holomorphes, alors la structure presque complexe J de M 
est dite intégrable. 


10.4.1 Métrique de Fubini-Study 


Le plan projectif complexe P” (C) est rapporté à un système de coor- 
données locales homogènes (6o,.….,6,). Soit Ua l’ouvert défini par 


Ua = {(Go: ri A) : Cà # 0} 


pour œ = 0,1,..,n. On considère la carte Ya : Ua — C” qui à tout 
(Go Cn) € Ua associe le vecteur 


a 


Elle définit un système de coordonnées locales sur Ua, Za = (z4, ..., 22), 
avec 2% = Çi—1/Ca Si i < n et z2} = i/a Si i > a. Dans ce système de 
coordonnées, on introduit le potentiel 


K(z) = log h + 5 af) 
k=1 
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Calculons les dérivées 


A De zi dzi 


oK a 
DEEP 


n Our (i Er 24) — z.z” 
ððK(z) = 5 2 dz ^N dz” 
uai (1+5 l2) 
5 hs (ed A dz” 


,v=1 


Proposition 10.4.6. La matrice H = (huv) est une matrice hermi- 
tienne définie positive. 


Démonstration. La matrice est hermitienne car 


huv = hva 


En considérant le produit scalaire et la norme sur C”, on a pour tout 
z,u € C” 


(Hu, u) = (1 RS l1?) lull? — Kz, ul? 
| (+147) 


En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz 


2 2 2 
zu) < llel" iell 


2 
(Hu, u) > SE >0 


(+A 


Par conséquent (Hu, u) = 0 entraîne que ||ul|? = 0 et donc u = 0. La 
matrice est par conséquent définie positive pour chaque z € C”. 


Pour chaque a = 0,1,..,n, on définit sur Ua la forme 


SO (huv © Pa) dz” A dE! = 500Ka 
u,v=1l 


en posant Ka = K o pa- 


Proposition 10.4.7. La forme wa est une forme fermée sur Ux. 
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Démonstration. En utilisant la décomposition d = ð + ð, on a d’après 
les propriétés des opérateurs 00 = —00 et F =0 


e E -00K + -000K 


À 2 
= —00 K;, =0 
2 


En recollant les ouverts Ua, on démontre que l’on définit une forme 
globale sur P”(C). On a le résultat suivant. 


Théorème 10.4.8. Le plan projectif P” (C) muni de la forme de Fubini- 
Study est une variété kählérienne. 


e Cas n=l. Voyons comment on peut recoller les ouverts dans 
le cas monodimensionnel. Soient (Ço, Çı) les coordonnées usuelles de 
C?. Considérons les ouverts U et V définis par 


U = {(Co: 61) : Co À 0}, V = {(Co 1) : Cı # 0} 
Soient u et v les coordonnées locales sur U et V 


nm _ 60 
= Go. U(Co: C1) G 


Sur l'intersection U N V, u = 1/v. Introduisons les potentiels 


u(Co; Cı) 


Ky = log (1 + lul?) , Ky = log (1 + ll?) 
Remarquons que 


Kulo: C1) = log (|Col? + 1&1?) — log [co]? 
Kv(Go QG) = log (1o? + 1&1?) -log 1611? 


Sur U N V, la différence vaut 


2 


Ky — Ky = log = log |u]? = loguū 


Q 
Ço 


La dérivée 1 


entraîne que 


00 (Ky — Ky) -o(=) \ du = 
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Ce qui montre que sur l'intersection, on a Ky = 00Kvy. La forme 
ÿ = 5 00KU sur U et w = 500Kv sur V 


s'écrit 


3ðKy = ô (r) ^ da 
et se calcule ainsi 
(1 + lul?) ðu — uð (1 + lul?) 
(1+ uP) 
) 


(1+ |u du — |u|? du 
= \ du 


(14 uP 


1 = 
= ag ~” 


Le calcul sur V conduit à la même formule. Par conséquent, 


ððKy = 


et 


La métrique de Kähler ds? sur P(C) est donc définie par 


1 
ds? = —— du 8 du sur U 
(1+ lu?) 


et une formule analogue sur V. On vérifie que sur l'intersection U AQV, la 
métrique est la même et qu’elle est donc définie globalement sur P!(C). 
De v = 1/u, on voit que 


u 1 
pats ous 
u u 


RE du 


et en remplaçant v par 1/u, 


1 [uj 


(1+ Wê) 5 (1+ a 
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ce qui montre que les expressions de w coïncident sur l’intersection UAV, 


1 = 1 z 
Fer Rs = m 


La métrique est donc bien définie globalement. En utilisant le difféomor- 
phisme entre le plan projectif et la sphère S? donné par la projection 
stéréographique et avec la notation z = x + iy, la métrique de Fubini- 
Study s'écrit 

2_ Re(dz&dZ) dz? + dy? 


(+) G+ 


ds 


et la forme de Kähler vaut 


i dz ^dz dx ^ dy 


= 2 2 2N2 


En introduisant les vierbeins, e! = dx/(1 + r°) et e? = dy/(1 + r°), la 
forme se simplifie 


w—=eAe? 


L'application de l’opérateur de Hodge (voir la section 8.8) montre que 
cette forme est harmonique *w = 1. 

e Cas n=2. La métrique de Fubini-Study du plan projectif P?(C) 
est un modèle des instantons gravitationnels. À partir des coordonnées 
cartésiennes de l’espace-temps (x,y,z,t), on introduit les coordonnées 
polaires sur la 4-sphère (r,01,02,03) 


rdr = xdx + ydy + zdz + tdt 
r201 = —tdx — zdy + ydz + xdt 
r202 = zdz — tdy — zdz + ydt 
r203 = —ydz + zdy — tdz + zdt 


où les øj sont les coordonnées du groupe SU(2) = SÌ vérifiant do; = 
20; ok pour i, j, k = 1,2,3 et leurs permutations circulaires. En posant 
zı = æ+iy et z2 = z + it, la métrique de Fubini-Study, à l’aide des 
formules 

= nd 

2121 + 2222 = r 
dz1dz1 + dz2dZz2 = dr? + r?(o? + où + 03) 
(id + Zodzo)? = r?(dr? + r?0%) 
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devient, en notant dr? = dr Q dr et o? = Ok À Ok, 


dz; dz zI zidzj dz 


d? = - i 
i I1+azž (1+ zz)? 


— dr? + r?(o? + 02 + o3) r?(dr? + r?o3) 
1+r2 (1 +72)? 
: dr? +r?o3  r?(af + 03) 
(1+ 72)? 1+7r2 


et en introduisant les vierbiens 
je = TS 
1+ 72 1+ 72 
1 Tai 2 Fo 


vVl+r? vVl+r? 


la métrique de Fubini-Study s’écrit simplement 
3 


ds? = per 8 e = Xoe Qe 
i=0 


10.4.2 Nombres de Hodge 


Soit M une variété hermitienne de dimension complexe n. Comme 
dans le cas réel, on définit un produit intérieur entre deux formes «œ, 5 
de bidegré 0 < r,s < n par la formule 


(œp) = f anxs 
M 
où l'opérateur de Hodge x : A”S(M) — ANT SIM) vérifie 
KB = xp = +5 


Les opérateurs adjoints Of : A”S(M) — A-LS(M) et g: AS(M) > 
A™S-1(M) sont définis par 


(a, ðb) = (d'a, b),  (a,08) = Ea, 8) 


L’adjoint de l'opérateur classique d = ð + 9 est donc di = ðt + a. 


Proposition 10.4.9. On a d? = — x dx, OÙ = — x ĝx, et D = —+0%. 
dan 2 1)? 
En particulier (ot) = (o ) = 0. 
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Démonstration. Soient œ € A'LS(M) et 8 € A"S(M). Comme a A #6 € 
AL (M), on a ð (a A+FB) = 0, il vient 


d(a A6) = O(aA#B) = da AxB +(-1) tta A 9 (z8) 
ða AFB + (—1) +5 la A (1) +510 (F8) 
da A 8 + à À xxO (Kb) 


Or ð (#5) est une (2n — r — s — 1)-forme et #K6 = * * 5 


0 = (20, 8)+ (a, +058) 
= (ða, B) + (a, x x B) 


soit OÙ = — xx. 


À partir du laplacien A = ddt + d'd, on définit les laplaciens 


A3 = (8+0)? =ð + ota 
A = (ô+0) = 50 +99 


Une forme w telle que Aaw = 0 est dite 0-harmonique. De même, une 
forme w telle que Agw = 0 est dite Ü-harmonique. 


Théorème 10.4.10 (de décomposition de Hodge). Toute (r,s)-forme 
w se décompose de manière unique 


du = Da +0 8 + 
où a € A'“-I(M), B € ASTM) et y est une (r,s)-forme ð- 
harmonique. 
Théorème 10.4.11. Soit M une variété kählérienne. Alors les lapla- 
ciens sont les mêmes (à une constante près) 


A = 23 = 245 


Définition 10.4.12. Les nombres de Hodge h"*(M) d’une variété com- 
pacte complexe sont les dimensions complexes des groupes de cohomo- 
logie de Dolbeault dimçc H"*(M). 


Théorème 10.4.13. Soit M une variété kählérienne de dimension 
complexe n, sans bord. Alors les nombres de Hodge vérifient : 


le WESER hS = RMS, en particulier h” = 1. 


2. hP? > 1, pour tout p = 1,2, ... n. 
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Du fait de la symétrie des nombres de Hodge (propriété 1 ci-dessus), 
on présente souvent les nombres de Hodge sous la forme d’un losange 
dont le sommet est h™” et le point le plus bas est A0. 


Théorème 10.4.14. Soit M une variété kählérienne de dimension 
complexe n, sans bord. Les nombres de Betti bP (p = 1,..,2n) ont les 
propriétés suivantes. 


1. La somme des nombres de Hodge h"* tels que r+ s = p est le 
p-ième nombre de Betti b? (M). 


XO RS(M) = bP(M) 


r+s=p 


2. bÞK-L est pair pour k = 1,...,n. 
3. bF > 1 pour k = 1,..,n. 


10.5 Surfaces de Riemann 


Il existe de très nombreuses façons de définir les surfaces de Riemann, 
comme représentation du groupe fondamental dans PSL(2, R), comme 
courbes algébriques, comme collection des points de branchements sur 
la sphère de Riemann, comme extension algébrique du corps des fonc- 
tions rationnelles C(z), comme variété abélienne munie d’une polari- 
sation principale, comme structure conforme, etc. Tout ceci en fait un 
objet mathématique particulièrement intéressant, surtout pour l'étude 
des courbes algébriques. Nous présentons dans ce paragraphe le théo- 
rème de Riemann-Roch. 


Définition 10.5.1. Une surface de Riemann X est une variété complexe 
connexe de dimension complexe égale à 1. Autrement dit, c’est un 
espace topologique X séparé connexe muni d’un atlas (U;, p;) où les 
(U;) forment un recouvrement ouvert de X, et les y; : Ui — V; sont 
des homéomorphismes tels que les applications de changement de cartes 
pjo y7" : EU NU) > g;(U; N Uj) sont des fonctions biholomorphes 
(bijections holomorphes). 


Exemple 10.5.2. 1. La plan complexe C est une surface de 
Riemann simplement connexe. 

2. La sphère de Riemann C = CU {oo} ou le plan projectif CP! est 
une surface de Riemann compacte. Soient f(z) = z si z € C\{oo} 
et g(z) = 1/z si z € C\{0} et g(oo) = 0, alors {f,g} est un atlas 
de T. On peut le voir aussi comme un recouvrement de la sphère 
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unité de RÌ, S? = {(x,y,2) € RÌ, z? + y? + 2? = 1} muni des 
projections stéréographiques. Soit N le pôle nord de coordonnées 
(0,0,1) et S le pôle sud (0,0, —1), les projections sont définies par 
yy : SAN > R? xC, px, y, 2) = TE etps : SAS >R? ~C, 


ps(r,y,2) = T- 


3. Le disque unité D = {z € C, |z| < 1} est une surface de Riemann. 


4. Le demi-plan supérieur ou plan hyperbolique 
H = {z € C, Im(2) > 0} 


est une surface de Riemann. 


5. On démontre que le revêtement universel de toute surface de 
Riemann connexe est une surface de Riemann simplement connexe 


isomorphe à C,C ou H. 


6. Toute courbe algébrique affine définie par les zéros d’un polynôme 
complexe à deux variables {(z,w) € C?, P(z,w) = 0} est une sur- 
face de Riemann. 


7. Les surfaces des fonctions multivaluées log(z) et leurs analogues 
20/2 exp(log(z)/n) pour tout entier n > 1 sont des surfaces de 
Riemann. 


Les surfaces de Riemann possèdent de nombreuses propriétés. En par- 
ticulier, toute surface de Riemann est orientable, séparable, métrisable 
et paracompacte. La surface de Riemann de la fonction racine n-ième 
z — 21/ est formée de n feuilles du plan que l’on découpe selon l'axe 
des réels positifs et dont on recolle les bords, le bord sud de l’une se 
recollant avec le bord nord de la suivante. Le dernier feuillet passe à 
travers tous les feuillets précédents pour être recollé avec le bord de la 
première feuille. Le nombre de feuilles qui se rejoignent autour du point 
0 est appelé l’indice de ramification. Plus précisément, on a la définition 
suivante. 


Définition 10.5.3. Soit f : X — Y une application entre deux sur- 
faces de Riemann. On dit que f est un revêtement ramifié s’il existe 
un ensemble discret S C Y tel que l'application f| f-i(y\s) St un re- 
vêtement et pour tout x € fTt(S), il existe des cartes y et 4 telles 
que 

pofo (y) = y 


L’entier e;(f) est indépendant du choix des coordonnées locales. On 
l’appelle indice de ramification de f en x. Si ez(f) > 1, on dit x est un 
point de ramification de f. 
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Exemple 10.5.4. 1. L'application holomorphe f : C* — C, f(z) = 
z + 1/z est un revêtement ramifié d’ordre 2 aux points +1 et —1, 
comme on peut le voir en développant f(z + a) au voisinage de 0, 
pour a = +1. 


2. La fonction f : T? — R? définie par 


f(0, p) = (cos(8),cos(s),cos(8 + )) 


qui a pour image la cubique 


r? + y? + 2? — 2ryz=1 


est un revêtement double ramifié aux quatre points (0,0), (x, 0), 
(0,7) et (x, x). 


Proposition 10.5.5. Toute application holomorphe entre deux surfaces 
de Riemann compactes est un revêtement ramifié de degré fini. 


Démonstration. Toute application holomorphe s’écrit en coordonnées 
locales sous la forme 


F(z) = 2” g(2) = RG) = 6)" 


où n est l'indice de ramification. Comme la dérivée de p(z) = zh(z) est 
non nulle en 0, y est un difféormorphisme local tel que 


fop (2) =2" 


Théorème 10.5.6 (Formule de Riemann-Hurwitz). Soit f : X — Y une 
application holomorphe (non constante) entre deux surfaces de Riemann 
compactes (c’est-à-dire un revêtement ramifié de degré ex(f)). On note 
gx et gy les genres de X et de Y. On a la formule de Riemann-Hurwitz : 


2 — 2gx = deg(f)(2 — 29) — X` (ka( f) — 1) 


xeX 


On peut aussi écrire cette formule en introduisant les caractéristiques 
d’Euler des surfaces X et Y 


x(X)=2- 29x = S-A+F 


qui s'expriment par la somme alternée du nombre de sommets S, du 
nombre d’arêtes À et du nombre de faces F d’une triangulation. 


X(X) = deg(f}x() — D (ka(f) — 1) 


zeX 
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Exemple 10.5.7. La formule de Riemann-Hurwitz permet de calculer 
le genre d’une surface de Riemann, mais aussi, connaissant le genre, 
d’en déduire l'indice de ramification. Par exemple, la fonction puissance 
z => 2z” sur la sphère de Riemann a pour degré deg(f) = n et est de 
genre 2. Elle possède deux points de ramification {0,00}. En zéro, son 
indice de ramification est n, et d en l'infini, tel que 


2 = 2n — (n — 1) — (d — 1) 


On en déduit que l'indice de ramification en l'infini est d = n. 


Proposition 10.5.8 (Formule du genre). Une courbe de P?(C) définie 
par un polynôme de degré n avec pour seules singularités r points doubles 
à tangentes distinctes est de genre 


= (n-1)(n-2) 
a 2 
Les surfaces de Riemann se classent en trois catégories qui découlent 
du théorème d’uniformisation. 


Théorème 10.5.9 (d’uniformisation). Toute surface de Riemann sim- 
plement connexe est isomorphe (en correspondance biholomorphe) au 
plan complexe C, au disque D unité de ce plan, ou à la sphère de Riemann 


C, c'est-à-dire à la droite projective complexe P!(C). 


Toute surface de Riemann connexe peut être munie d’une métrique 
riemannienne complète induisant sa structure conforme et dont la cour- 
bure de Gauss vaut 0, 1 ou —1. D'où les catégories suivantes. 


1. Les surfaces de Riemann elliptiques isomorphes à la sphère de 
Riemann P!(C) munies de la métrique de courbure +1 


2 4 |dz|? 
(+127) 


2. Les surfaces de Riemann paraboliques isomorphes au plan complexe 
munies de la métrique plate 


ds? = |dz|? 
3. Les surfaces de Riemann hyperboliques isomorphes au demi-plan 


supérieur H munies de la métrique de Poincaré 


2 
D =. |dz| 


— Imz 


ds 


qui est une métrique riemannienne de courbure —1, préservée par 
l’action de PSL(2, R). 
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Le théorème de Riemann-Roch permet de préciser l’existence de fonc- 
tions méromorphes sur une surface de Riemann compacte. Il a de nom- 
breuses applications. 


Théorème 10.5.10 (de Riemann-Roch). Soit X une surface de 
Riemann compacte de genre g et soient m points distincts de X, 
P, Po, ..., Pm. On note E(P1,.…., Pm) l’espace vectoriel des fonctions mé- 
romorphes ayant éventuellement des pôles simples aux points P1,.…, Pm 
et pas ailleurs et Q(P1,.…., Pm) l’espace vectoriel des formes holomorphes 
qui s'annulent en chacun des points Pj. Alors 


dimX(Pi,.…., Pn)=m—-g+1+dimN(P,…, Pm) 


Définition 10.5.11. Un diviseur D est un élément du groupe abélien 
libre des points de la surface, c’est-à-dire une combinaison linéaire finie 
à coefficients entiers de points de la surface. Le degré de D est la somme 
de ces coefficients. 


Pour les fonctions méromorphes, on adopte la définition suivante. 


Définition 10.5.12. Soit f une fonction méromorphe et R(f) 
l’ensemble de tous les pôles et zéros de f. Le diviseur principal de f 
est la somme de ses zéros diminués de ses pôles, les zéros et les pôles 
étant comptés avec leur multiplicité. Autrement dit, 


div f = >, az 


zER(f) 


où la somme est étendue à tous les zéros et les pôles z de f, et a = n si 
z est un zéro de multiplicité n et a = —n si z est un pôle de multiplicité 
n. 


Exemple 10.5.13. La fonction f(z) = D an pôle simple en a et 


un zéro double en b. Son diviseur est dore divf = 2b — a. 

Le diviseur de f est bien défini, car l’ensemble R(f) est fini. C’est une 
conséquence du fait que X est compact et que les zéros d’une fonction 
holomorphe n’ont pas de point d’accumulation. Ce diviseur est appelé 
diviseur principal. On définit de la même manière un diviseur pour les 
1-formes méromorphes. Il est appelé diviseur canonique. Soit D un divi- 
seur, on note h?(D) la dimension (sur C) de l’espace vectoriel des fonc- 
tions méromorphes A telles que tous les coefficients de div h + D sont 
positifs ou nuls. Si le coefficient de D en z est négatif, alors on demande 
que h ait un zéro de même multiplicité en z, et si le coefficient de D en 
z est positif, alors on demande que h ait un pôle de même ordre en z. 
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Théorème 10.5.14 (Riemann-Roch). Soit X une surface de Riemann 
compacte, de genre g, de diviseur canonique K, alors 


R°(D) — R°(K — D) = deg(D) — g+1 


Comme la dimension d’un espace A°(K — D) > 0 est positive, on a 
l'inégalité 
R°(D) > deg(D) -g +1 


Le théorème de Riemann-Roch permet par exemple de démontrer le 
résultat suivant. 


Théorème 10.5.15. Toute surface de Riemann compacte simplement 
connexe de genre nul g = 0 est biholomorphe à la sphère de Riemann. 


Démonstration. L'application du théorème de Riemann-Roch montre 
qu’il existe sur la surface X une fonction méromorphe qui n’a qu’un 
pôle simple. Cette fonction est donc holomorphe de X —> C. Comme la 
surface est de genre nul, le théorème de Riemann-Roch montre que cette 
application n’a pas de point de ramification et est donc un isomorphisme 
biholomorphe. 


10.6 Exercices 


Exercice 10.1. Soient X4,®, deux surfaces de Riemann compactes, 
connexes, de genres g et h. Soit f : 2, — Xp une application entre ces 
deux surfaces. On note k,(f) l'indice de ramification de f en x. Montrer 
que kx(f) < deg(f) et que le degré de ramification total est pair. 


Solution 10.1. Par définition du degré, on a k,(f) < deg( f). D’après 
la formule de Riemann-Hurwitz, le degré de ramification total est 


D (ke(F) — 1) 


LEXg 


deg(f)x(En) — X(23) 


deg(f)(2 — 2h) — (2 — 2g) 
= 2(deg(f)(1— h) —1+9g) 


qui est donc pair. 


Exercice 10.2. Soit f : 2, — Xn une application entre deux surfaces 
de Riemann compactes, connexes, de genres g et h. Montrer que si f est 
non ramifiée et h = 0, alors f est un bilohomorphisme. 
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Solution 10.2. Si h = 0, la caractéristique d’Euler vaut simplement 
X(En) = 2. Par la formule de Riemann-Hurwitz, on a donc 


X(E39) = 2 deg(f) 


qui équivaut à 2 — 2g = 2deg( f). Or 2 — 2g < 2, donc deg(f) < 1 et 
comme 2 deg(f) > 2 on a nécessairement deg(f) = 1. La fonction f est 
donc bilohomorphe. 


Exercice 10.3. (1) Montrer que l’ensemble des solutions de l’équation 
x? + y? = 1 dans C? est une surface de Riemann. (2) Soit 


P(x) = (x — a1)...(x — a) 


un polynôme de C{x] n'ayant que des racines simples. Montrer que 
l’ensemble 
X = {(x,y) € C?, y? = P(x)} 


est une surface de Riemann. 


Solution 10.3. (1) Posons P(x,y) = x? + y? —1et 
X = {(æ,y) € C?, ky =1} 


X est le lieu d'annulation de P. Le système d'équations P = 0, 9, P = 0 
et 0,P = 0 qui s'écrit x£? + y? = 1, 2x = 0 et 2y = 0 n'a pas de solution. 
X est donc une surface de Riemann. 

(2) Posons Q(x, y) = y? — P(x). Le système d'équations 


Q = Q = 0,Q — 0 


qui s'écrit y = 0, P(x) = 0 et P'(x) = 0 n’a pas de solution, car P n’a 
que des racines simples. X est donc une surface de Riemann. 


Exercice 10.4. Soient a,b deux points distincts sur la sphère de 
Riemann CPt. Montrer qu’il existe une fonction méromorphe f sur CP! 
de diviseur div f = b — a. 

Solution 10.4. Pour les points a,b de C, la fonction f(z) = z% a un 
pôle simple en a et un zéro simple en b, son diviseur est donc b — a. Si 
a = ©, il suffit de prendre f(z) = z — b qui a un zéro simple en b et un 
pôle simple à l'infini. Et si b = œo, on prendra f(z) = z+ qui a un pôle 
simple en a et un zéro simple à linfini f(o0) = 0. 
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Connexions sur les fibrés 


Ce chapitre généralise la notion de connexion que nous avons vue sur 
les variétés riemanniennes, dont la forme locale correspond au potentiel 
de jauge des physiciens. Elle repose sur la notion de fibré principal qui est 
un espace topologique ressemblant localement au produit cartésien de 
deux espaces topologiques M x G où G est appelé le groupe de structure. 
Les fibres sont des copies de G et le groupe de structure décrit la manière 
dont les trivialisations se recollent entre elles. La notion de connexion 
sur les fibrés a été introduite par Charles Ehresmann. 


11.1 Fibré principal 


Définition 11.1.1. Soit M une variété différentiable. Un fibré principal 
P(G, M) sur M est la donnée d’une variété P, d’une projection x : P —> 
M, d'un groupe G topologique appelé groupe de structure et d’une action 
continue à droite de G sur P tels que : 


1. L'action Rg : PxG > P, (p,g) — pg est libre (p = pg = g = 1, 
l’élément neutre de G). 


2. M est le quotient P/R par la relation d'équivalence induite par 
l’action de G 


pRq 4> 39 € G,q = pg 


3. P est localement triviale : tout point x € M a un voisinage ouvert 
U tel que rl (U) est difféomorphe à U x G. Plus précisément, 
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il existe un difféomorphisme y appelé trivialisation locale tel que 
7t: U x GT TU) vérifie 


Trop (x, g) =x et p (x,g)h = p(x, gh) 


Remarque 11.1.2. (1) Chaque fibre est stable sous l’action du groupe 
G et G agit sans point fixe. (2) G agit transitivement sur chaque fibre 
et comme l’action est libre, les fibres sont des copies de G. 


Définition 11.1.3. Un fibré principal est trivial s’il existe un difféo- 
morphisme équivariant f : M x G — P tel que 


mo f(x,g) =xet f(x,g)h = f(x, gh) 


pour tout x € M et pour tout g,h € G. 


Proposition 11.1.4. Un fibré principal est trivial si et seulement si il 
admet une section globale (U = M). 


Exemple 11.1.5. Soient G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé 
de G. Le fibré p : G — G/H est un fibré principal sur G/H. Par exemple, 
si G = SO(n +1) et H = O(n), l’espace projectif réel sur R” 


G/K = P”R = SO(n + 1)/O(n) 


est un fibré principal. De même, si G = SU(n +1) et H = U(n), l’espace 
projectif complexe sur C” 


G/K = P°C = SU(n + 1)/U(n) 
est un fibré principal. Les variétés grassmanniennes réelles 
Gr(n, k, R) = O(n)/O(k) 8 O(n — k) 
et complexes 
Gr(n, k,C) = U(n)/U(k) @ U(n — k) 
sont des fibrés principaux. 


Exemple 11.1.6. Le groupe fondamental r1(M) agit transitivement sur 
le revêtement universel M d’une variété M. La projection p : r1(M) > 
M définit un fibré principal de groupe mı( M). 


Définition 11.1.7. Soit P(M,G) un G-fibré principal. On note Ryg : 
G — Dif(P) l’action de groupe à droite de G sur P et soit p : G — 
Diff (N) une action de groupe à gauche de G sur une variété différentiable 
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N. Le fibré associé à P(M, G) pour p est le fibré q : E — M où E est 
défini par 

E := P x, M := (P x M)/~ 
et où la relation d'équivalence est définie par 


(a,b) ~ (R(a), p(g9)=+(b)), Va € P, vbe N, YEG 


Exemple 11.1.8. Soit P(M,C*) un fibré principal sur le groupe mul- 
tiplicatif C* = C\{0} et soit p : C* — C la représentation canonique 


PA) = àz, VAEC*, vzecC 


E := P x, C est le fibré associé canonique aussi appelé fibré en droites 
complexes. 


11.2 Fibré des repères 


Définition 11.2.1. Soient E — X un fibré vectoriel réel sur un espace 
topologique X, V un espace vectoriel sur un corps K (R ou C). Un repère 
au point x € X est une base ordonnée pour la fibre Ey de E au point x. 
Autrement dit, un repère est un isomorphisme linéaire a : V — Ez. On 
note Fry l’ensemble des repères en x 


Fr,(Æ) = Isom(V, E;) 


L'ensemble des repères agit naturellement par une action (un change- 
ment de repère) à droite du groupe GL(V) des matrices inversibles par 
la composition d’un repère a avec une matrice g € GL(V), qui définit 
un nouveau repère 


a-g=aog, Va € Fr,(E), Yg € GL(V) 


Cette action est libre et transitive. L'ensemble des repères est homéo- 
morphe à GL(V). On dit que Fr, est un torseur (ou un espace homogène 
principal) pour le groupe linéaire. Le fibré des repères Fr(E) est union 
disjointe des espaces Fr,;(Æ). 


Définition 11.2.2. Le fibré des repères sur le fibré vectoriel E sur X 
est le GL(V)-fibré principal m : Fr(E) — X dont les fibres sont Fr,(E), 
i.e. les isomorphismes linéaires V — Ez en tout point x € X. 


Un fibré vectoriel et son fibré des repères sont des fibrés associés. 
Chacun détermine l’autre. Soit p : GL(V) — Aut(V) la représentation 
de groupe canonique donnée par 


p{g)(x) = gx, Yg E€ GL(V), Vre V 
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E est le fibré associé à son fibré des repères Fr( E) pour la représentation 
canonique 


E = F(E) x, V 


En particulier, le fibré des repères linéaires tangents sur une variété 
différentielle M de dimension n est le GL(n, R)-fibré principal Fr(T M) 
qui correspond au fibré tangent TM. Soit p la représentation canonique 
p : GL(n, R) > Aut(R”) donnée par 


p(g)(x) = gx, Yg € GL(n, R), Yz € R” 
le fibré tangent est le fibré associé du fibré des repères tangents 


TM = Ft(M) x, R” 


11.3 Connexion 


Dans la suite, on note G un groupe de Lie, g son algèbre de Lie, M une 
variété différentiable, P(M, Œ) le G-fibré principal sur M de projection 
m: M > G, et Ry : G —> Diff(P) l’action à droite de G sur P 


Rjf(a)=a:g, VaeP,VgeG 


Soit Ad : G — Aut(g) la représentation adjointe de G sur g, 


d =i 
Ad X = i gexp(tX)g La 
Définition 11.3.1. Soit X un élément de g. Son champ vectoriel fonda- 
mental XF est défini par 


d 


X#| = dt i Rexptx) (0), Va € P 


a 


Proposition 11.3.2. Le crochet de Lie de deux champs fondamentaux 
X#,Y# est le champ fondamental du crochet de Lie de X et de Y 


bars ere 


Proposition 11.3.3. L'application g — T(TM) qui à X associe son 
champ vectoriel fondamental X* est un homomorphisme d’algèbres de 
Lie. 


Définition 11.3.4. Une 1-forme de connexion sur P (ou une 
G-connexion principale) est une 1-forme différentielle À € Q!(P, g) = 
C®(P,g@ T*P) à valeurs dans g vérifiant : 
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1. A est Ad-équivariante, i.e. 
Ad(R;A) = À 


2. A est l’application inverse de l’application qui envoie X € g sur 
son champ vectoriel fondamental 


A(XF)=X, VXEÿg 


C’est un cas particulier des connexions d’Ehresmann que l’on définit 
via les sous-espaces horizontaux. Soit m : P — M un fibré lisse. Le fibré 
tangent se décompose de manière unique en une somme de deux sous- 
fibrés : le fibré vertical et le fibré horizontal. Soient u € P(M,G) et 
X € g, le fibré vectoriel V est le sous-espace vectoriel de TP constitué 
des vecteurs tangents aux fibres de P. 


VaP = ker{dzr : TP > TM} 


L'action à droite 
Rexp(tx)U = uexp(tX) 


définit une courbe de la fibre Gp au point p = n(u). Comme 
n(u) = r(uexp(X)) = p 


cette courbe appartient à la fibre Gp. Le vecteur X # est tangent à Gp 
en u. Par conséquent, le champ vectoriel fondamental est un élément du 
fibré vertical V,P. L'application # : g — V,P qui à un point X associe 
son champ vectoriel fondamental X# est un isomorphisme d’espaces 
vectoriels. Le fibré vertical est isomorphe à l’algèbre de Lie g ~ VP. 
Comme il n'existe pas de choix canonique de trivialisation du fibré, il 
n'existe pas de façon canonique de considérer des vecteurs horizontaux. 
D'où la nécessité de choisir une connexion. Une connexion d’'Ehresmann 
w est le choix d’un fibré horizontal H,P C T,,P pour tout u € P. 
L'espace horizontal est défini comme le noyau de cette connexion 


HuP ={X ET,P | w(X) =0} 


Définition 11.3.5. Une connexion d’Ehresmann w € g @ T*P est une 
projection de l’espace tangent TP sur l’espace vertical V,P & g. En 
d’autres termes, une connexion d’Ehresmann est le sous-fibré horizontal 
tel que l’espace tangent TP se décompose en une somme directe T, P = 
H,P © V,P pour tout u € P(M, G). 


Proposition 11.3.6. Le fibré horizontal vérifie les propriétés suivantes : 
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1. Pour tout u € P, la somme est directe T,,P = HP @ VP. 
2. Pour tout u € P, l'intersection Hu N Va = {0}. 


3. Tout champ de vecteurs lisse X de P se décompose en deux champs 
de vecteurs lisses X” € H et XV € V tels que 


X=X"+xXY 
4. Pour tout u € P et pour tout g € G, 
Ry HuP = HugP 
Démonstration. Montrons (4). Soit X € HP, on a 
w (Rg X) = Rgw(X) = g 'w(X)g = 0 
puisque w(X) = 0. Par conséquent, Rọ X € H,P. Donc H,P C 


Rg Hu P. Inversement, Rg» est inversible. Si Y € H„gP, alors il existe un 
X € H,P tel que Y = Rọ X. D'où l'égalité. 


11.4 Transport parallèle 


Le transport parallèle d’un élément d’un fibré principal le long d’une 
courbe de M se définit par le relèvement horizontal de la courbe. 


Définition 11.4.1. Le relèvement horizontal Y d’une courbe différen- 
tiable y : [0,1] — M est une courbe 7 : [0,1] — P telle que pour tout 
t € [0,1], ro Y(t) = q(t) et le vecteur tangent à Y(t) appartient à H=, P. 


Théorème 11.4.2. Soit y : [0,1] — M une courbe différentiable de M 
et soit uo € mr! (y(0)), alors il existe un unique relèvement horizontal 
dans P tel que F(0) = uo. 


Définition 11.4.3. Soit y : [0,1] — M une courbe différentiable de M 
et soit up € ml (y(0)), alors il existe un unique relèvement (t) de y(t) 
à travers wo, et donc un point unique u1 = (1) € r-!(y(1)). Le point 
uw est appelé le transport parallèle de uo le long de y. 


Exemple 11.4.4. Soient M = R?\{0}, G = R le groupe additif réel et 
P(M,R) = M x R le fibré principal. Soit  : ((x,y), f) = u € P une 
trivialisation locale. La forme 


_ ydx — zdy 


d 
x? + y? RA 
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est une 1-forme de connexion. Soit y : [0,1] — M, la courbe t + 
(cos(2rt),sin(2rt)) définissant le cercle unité. Cherchons un relèvement 
horizontal qui démarre au point uo = ((1,0),0). Soit 


d dr 0 dy0 df ð 
dt dtôx  dtðy ` dtf 


Y = 


le champ tangent à Y(t). Pour que Y soit horizontal, il faut que 


w(Y) = 0 

dr y dyz af 

dtr? dtr? dt 
df 


ES, nes 
TE 


qui admet comme solution f(t) = 2rt + cte. La courbe Y(t) passant par 
uo décrit donc une hélice au-dessus du cercle 


F(t) = ((cos(2rt),sin(2rt)), 2rt) 


11.5 Courbure 


Soit G un groupe de Lie et P — M un G-fibré principal sur une variété 
lisse M. Soit w une connexion d’Ehresmann. Nous avons vu que cela 
implique une décomposition naturelle de chaque espace tangent T,P = 
H,P ® VP en deux sous-espaces horizontal et vertical. On note X — 
X4 la projection de T,P sur H,P. 


Définition 11.5.1. Si œ est une k-forme différentielle sur P à valeurs 
dans un espace vectoriel V, alors la dérivée covariante extérieure de q 
est définie par 


Da(Xo, XXE) = da( XË, XY, ..., XF) 


où les X; pour j = 0,1, ..., k sont des vecteurs tangents de P en u. 


Définition 11.5.2. Soient G un groupe de Lie, g son algèbre de Lie, M 
une variété différentiable, P(M, G) le G-fibré principal sur M. Soit w la 
connexion d’Ehresmann sur P. La 2-forme de courbure Q € Q?(P) 8g 
est la dérivée covariante extérieure 


l= Dwe Q’ (P)8g 
Proposition 11.5.3. La 2-forme de courbure Q vérifie pour tout g € G, 
RQ = gtg 
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Démonstration. En appliquant le fait que R; préserve les espaces hori- 
zontaux (REX je RX H et commute avec la dérivation dR = Rd, 
on a, pour tous les champs X,Y, 


(REX, REV) = du (X YI) 
duo (REXE, REY) = Ridu (x#,v#) 

AR bars = d(g”lwg) Cp X) 
g`!dw aar) g 

I Q(X,Y)g 


RIQ(X, Y) 


Proposition 11.5.4. Soient X € HP et Y € V,P alors |X, Y] € H,P. 
Démonstration. Soit Y un champ de vecteurs engendré par g(t) 
[Y, X] = lim = = (Rte X-X) 


Comme la connexion vérifie RHP = HugP, le vecteur Rax € 
H,P. Par conséquent [Y, X] € H,P. 


Théorème 11.5.5. Soient X,Y € T,P. Alors la forme de courbure Q 
et la forme de connexion w vérifient l'équation de structure de Cartan 

Q(X, Y) = dw( X,Y) + [w(X),w(Y)] (11.1) 
équivalente à 


Q = dw+w^w (11.2) 


Démonstration. Montrons que l’équation (11.1) entraîne (11.2). Soient 
{T,} une base de l'algèbre de Lie, a = a” @ T, une p-forme à valeurs 
dans g et 8 = p” & T, une g-forme. Le commutateur des deux formes 
s'écrit 

[a, 6] = aAB-(-1}/%BAa 
TaTya” A B” — (—1)T, T 8” Aa" 
= [Lu T,] @ a AB” 


En particulier, pour à = 5 = w une p-forme (p = q), 

[ww] (X,Y) = [Tu Tu" nv” (X,Y) 
Tu Tu] (W(X) (Y) — w” (X)o" (Y )) 
| 


= lW(X), 0") - WY), &(X)] 
= 2lu(X),w(Y)] 
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Par conséquent, l’équation (11.1) entraîne (11.2) 
Q(X,Y) = du(X,Y) +{[u(X),w(Y)] 
= dw(X,Y) + sl uIX,Y) 
= (dw+wAw)(X,Y) 


La démonstration de la réciproque s’effectue en considérant les trois cas 
possibles selon que X et Y appartiennent à H,,P ou à VP. 


Théorème 11.5.6. On a l'identité de Bianchi. La dérivée covariante 
de la 2-forme de courbure est nulle 


DA = 0 


Démonstration. En développant l'équation (11.2) sur une base {T,} de 
g, w = WT, Q = QT, et en introduisant les constantes de structure 
de l’algèbre de Lie, 

[Tu T] = ST 


on à 
Q” = dwt + fh w” A w” 


La différentielle extérieure est donc 
dQ! = fh dw” Aw’ + Fu À du” 
Or pour un vecteur horizontal, w(X) = 0, on a 


dQ!(X,Y, Z) = dOM(XA, VE Z”) =0 


Ce qui prouve l'identité de Bianchi. 


Exemple 11.5.7. Forme locale de la courbure. Soit o une section locale 
définie sur un ouvert U de M. Soient F la forme locale de la courbure 
F = 6*Q et A la forme locale de la connexion A = o*w (le potentiel 
de jauge des physiciens). L’équation de structure de Cartan conduit à 
l’expression de F en fonction de À 


F o* (dw +w ^w) 
do*w + ořw À o*w 


= dA+AAA 


Dans un système de coordonnées locales (avec sommation sur les indices 
répétés), F s'exprime par 


1 
F = 5 Fuvdx” A dx” 
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et 
Fw = OuAy — Au + (Au; À] 


soit en exprimant le potentiel de jauge en fonction des symboles de 
Christoffel, 
A = Adz” =T dr” 


et en développant les symboles de Christoffel pour une section o = o°e, 


1 
F = (044 = vAu + [An Al) dx A dz” 
1 
E 2 Ge = DTPa + ToT = TAD odz” À dr” ^ eg 
= Ro der \ dx° Q eg 


` 


où (Ra) est le tenseur de courbure. 


11.6 Formalisme des tétrades 


En physique, et plus particulièrement en relativité générale, dans 
laquelle l’espace-temps est de dimension 4, on emploie le formalisme des 
tétrades (vierbein, vier signifiant quatre en allemand), que l’on généra- 
lise aux variétés riemanniennes de dimension n et l’on utilise le terme 
vielbein (viel signifiant plusieurs en allemand). 

Une tétrade (vierbein, resp. vielbein) est une base de champs de 
vecteurs définie en chaque point de l’espace tangent d’une variété 
riemannienne M de dimension 4 (resp. n). Elle s'exprime par une somme 
(sur les indices répétés) des vecteurs d’une base holonome, soit pour 
a=1,2,..,n 

Ca = €a” Op 
La forme duale des vielbeins, ou co-vielbeins, est définie par les 1-formes 
indépendantes e° = e%dz” telles que 


e° (ep) = enen = 0; 


où 6; est le symbole de Kronecker. 

Les physiciens emploient cette convention : les indices grecs 1,1, 
servent à monter ou descendre les indices relativement à la métrique 
riemannienne guy tandis que les indices latins servent à monter ou des- 
cendre les indices relativement à la métrique minkowskienne na, qui est 
donnée dans l’espace euclidien par Nap = ab, pour a,b = 1,2,3,4, soit 
dans l’espace de Minkowski par na, = diag(—1,+1,+1,+1). Avec les 
vierbeins, le passage s'effectue par légalité 


Q = Apd” = Qae’ 
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Exemple 11.6.1. Dans le système de coordonnées sphériques de RÌ, la 
triade a pour expression 


e> = (es)'e, + (e) ep + (e)°e,, = ôr 
1 
0 
ez = (e)'e + (ez) es + (ez) ep = =o 
1 
0 
ez = (ez) er + (es) €a + (ez) ep — msing 
Système que l’on peut écrire sous forme matricielle 
> 1 0 0 Er 
5 |=1 0 1/r 0 eg 
ez 0 0 1/rsin Ep 


Nous allons voir maintenant comment le formalisme de Cartan permet 
le calcul de la connexion et de la courbure. Soit M une variété de dimen- 
sion 4 et g,,(x) une métrique sur M dans un système de coordonnées 
locales z”. La distance infinitésimale entre deux points x" et x” + dz” 
est 

ds? = gyy(x)dx" dx" 
La métrique se décompose en vierbeins ou champ des repères de Lorenz 
ab uv a „b 
EE 


b 
Juv = Nabe uE v n =g 


où Nap est comme ci-dessus la métrique euclidienne ou la métrique de 
Minkowski. Les indices grecs se haussent et s’abaissent avec la métrique 
guv et les indices latins évoluent avec la métrique 7,4. Ainsi, par exemple 
era = get, et epa = Napel. 
Des vierbeins 
e° = ep dx" 


on introduit la 1-forme de connexion spin affine 
w? = w edx” 
qui permet de définir la 2-forme de torsion 
T° = de? +w% À & = ee A e° (11.3) 
ainsi que la 2-forme de courbure 


1 
R, — dw“, + w A wy = gE bede" A ed (11.4) 
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Les équations (11.3) et (11.4) sont les équations de structure de Cartan. 
La dernière équation (11.4) est l'équation (11.1) vue plus haut. En défi- 
nissant l'inverse de e,” par 


b 
EF = Nage 


qui vérifie 
Eler = ô? n” Et Ep” = g” 
on voit que la 2-forme de courbure 
1 1 
95, = 3E bede A ed — zn 


puvdt" À dx” 


est liée au tenseur de Riemann (indices grecs) par la relation 
b 
bu = E fe 8Rbyv 


En prenant la dérivée extérieure de la torsion (11.3), on trouve la pre- 
mière identité de Bianchi 


dT? +w% AT? = 99, Net (11.5a) 
et en différentiant la courbure, on trouve la seconde identité de Bianchi 


dN, + wt +0, N Au = 0 (11.6) 


En introduisant la dérivée covariante d’une forme différentielle V% de 
degré p par 


DV = dV +w AVE — (—1P VE AUS 
la relation de Bianchi (11.6) s'écrit simplement (pour la 2-forme p = 2) 
D% = 0 


La connexion de Levi-Civita est l’unique connexion sans torsion, consis- 
tante avec la métrique, ce que traduisent les deux équations par 
OaJuv z5 TÀ ugan = TÀ gu =0 
et 1 
H H u \ 
Tha = z (The -Tha)=0 
Dans la connexion de spin, ces deux équations sont remplacées par la 


condititon de métricité 
Wab = —Wba 
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et la condition de torsion nulle 
T° = def +w% A = 0 
La connexion s'écrit en fonction des vierbeins 
pu = Er (oe”, — pes) 
ou 


ab ___ a vb v Ab 
wp = Ev (dne RENGE ) 
À partir des équations de Cartan, on obtient l'équation suivante 
a a a, a a, a _ a pô pa 
Opo — ob + Wonder — Vwen = Ca Ep Ruw 


avec 
A À 
Ru = duos — OT pe + L'on os — Toal 18 


11.7 Exercices 


Exercice 11.1. Dans le plan réel R?, on considère un système de 
coordonnées polaires x = rcos0, y = rsin. Donner une base holo- 
nome, une base non holonome, et calculer la métrique g;; ainsi que 
son inverse. Calculer les transformées de Hodge x(dx,dy) ainsi que 
(dr, rd@). Calculer la 1-forme de connexion. Écrire les équations de 


structure de Cartan. En déduire la 2-forme de courbure. 


Solution 11.1. Une base holonome est formée des vecteurs dérivés 
er = ô, = (cos 0, sin 0) et eg = ôg = (—r sin 8, r cos 0). Le produit scalaire 


des vecteurs de la base 


grr = gerer) =e-e =1 
gro = g(er,ee) = er eg = 0 
goo = g(es, ee) = ea ` ee = r° 


conduit à la métrique gij et le calcul de l'inverse à g” 


= Vi © E 0 
=| o r? I =| 0 1/r? 


Par différentiation, le système 


dx = © dr — ydô 
dy = dr + xd0 
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s’inverse 


L'action de Hodge s'écrit 


*(dx, dy) = (dy, —dx), *(dr,rd0) = (rd0, —dr) 


et la ligne d’univers 


ds? = dx? + dy? = dr? + r°d6? 
(e")? i (ef)? 


Soit (e;,e;) une base non holonome 


1 
ex = ôr, e> = -0o 
r 
les 1-formes associées à cette base sont 


e = dr, e? = rd 


En différentiant, on obtient 


= 


de? = d(rd@) = dr ^ d8 


Les équations de structure de Cartan 


de? = d(dr) = 0, 


dee +w A € = 0 


= 


s'écrivent en posant wh = =w] 


d -wne =0-wArde=0 
et 


d? wre =drAddtwndr=0 


et se résolvent en 
w = d0 


La 2-forme de courbure s’obtient par différentiation 


Q = dw = 0 
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Exercice 11.2. Sur la sphère $?, on considère la métrique induite par 
celle de R? pour laquelle r est constant et 0 est l'angle azimuthal 


ds? = r?d@? + r? sin? bde? 


Dans la base non holonome (e, e?) que l'on précisera, calculer l’expres- 
sion de la connexion. Ecrire les équations de structure de Cartan. 
Calculer la 2-forme de courbure. 


Solution 11.2. De l'expression 


ds? r?d6? + r? sin? 0d? 


(e°)? + (e°)° 
on déduit la base non holonome e? = rd@, e? = r sin ĝdọ et les dérivées 
de? = 0, de? = r cos 0d0 À dy 
Les équations de structure de Cartan, 


def +w ^e? =0 
de? +wÿ À e = 0 


0 


en posant w = wo 


0 — w A r sin 0dp = 0 
r cos 0d0 À dy + w Ard = 0 


conduisent à la solution 
w = — cos Üdyp 


La formule de la 2-forme de courbure 
1 
n= 5 Pede? ^et = dwg + we Awy 

donne 

d’où 
1 

98 = dw = sin 6d8 À dp = z rd0 A r sin Ody 

r 


1 
Z 5e A ef 
r 


12 


Théorie de l’indice 


Les théorèmes de l’indice établissent une égalité entre l’indice ana- 
lytique et l’indice topologique. Selon les complexes envisagés, les théo- 
rèmes de l’indice portent des noms différents. Pour le complexe de de 
Rham, on établit le théorème de Gauss-Bonnet, pour le complexe de 
Dolbeault, le théorème de Riemann-Roch, pour le complexe de signa- 
ture, le théorème de signature de Hirzebruch, pour le complexe spin, le 
théorème d’Atiyah-Singer. La formulation de ces théorèmes fait interve- 
nir des classes caractéristiques. Ce sont des objets mathématiques qui 
apparaissent lorsque l’on cherche à classer les fibrés vectoriels. Pour une 
fibre F et un groupe G donné, M une variété lisse, il est naturel de se 
demander combien de fibrés il est possible de construire au-dessus de M 
et quelle est la proximité de ces fibrés avec le fibré trivial. Ces classes 
mesurent l’obstruction, c’est-à-dire l'impossibilité d'étendre un produit 
local (sur U x G, U ouvert de M) en un produit global (sur M x G) du 
fibré trivial. Ce sont des invariants topologiques qui possèdent suffisam- 
ment d'informations sur les fibrés pour les discriminer : si deux classes 
diffèrent, alors les fibrés sont différents. Selon le type de fibrés vectoriels, 
on distingue différentes classes caractéristiques. 


12.1 Opérateurs elliptiques 


Soient M une variété différentielle compacte, sans bord. E et F 
deux fibrés vectoriels sur M. Soit D un opérateur différentiel qui, en 
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coordonnées locales, envoie les sections lisses T(M,E) de E sur les 
sections lisses l'(M,F) de F. On rappelle que le symbole o(D,u) de 
l'opérateur D de variables x1,x%2,..,æx est la fonction de 2k variables 
T1, 72, .….,Tk,U1,…, Ukg obtenu en remplaçant les dérivées 0”/0x? par 
ur, On note x = (£1, £2, ..., Zk) Et U = (u1, U2, sus) et O = 07/07: 
Par exemple, le symbole du laplacien A = ô? + - -- + 0? est la fonction 
o(A,u) =u? +- +u. 


Définition 12.1.1. Un opérateur est elliptique si son symbole est non 
nul dès qu’au moins un des uj est non nul. 


Définition 12.1.2. Un opérateur linéaire borné D entre deux espaces 
de Banach est un opérateur de Fredholm si son noyau 


ker D = {s € T (M, E), Ds = 0} 
et son conoyau (noyau de l'opérateur adjoint D*) 
coker D = T (M, F)/ Im D = ker D* 


sont de dimensions finies. 


Définition 12.1.3. Un opérateur elliptique D a un pseudo-inverse D’ 
(ou admet une parametrix) si DD' — I et D'D — I sont des opérateurs 
compacts (qui envoie toute partie bornée sur une partie incluse dans un 
compact). 


L'opérateur de Dirac D (racine carrée matricielle du laplacien) est 
un opérateur elliptique. Comme tout opérateur elliptique, il admet un 
pseudo-inverse. D est un opérateur de Fredholm et on peut définir un 
indice analytique fini puisque les noyau et conoyau de D sont finis. On 
démontre que l'indice d’un tel opérateur ne dépend que de son symbole 
principal. 


Définition 12.1.4. Soit D : T(M,E) —> T(M,F) un opérateur de 
Fredholm. L'indice analytique de D est le nombre 


ind D = dim ker D — dim ker D* 


Définition 12.1.5. Soit (E;) une suite de fibrés vectoriels. La suite 


REC + T(M,E;) 3 T(M, Eu) is 


est appelée complexe elliptique si D; est nilpotent, i.e. D; o Di-1 = 0 
pour tout 1. 
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Définition 12.1.6. Soit D; : T(M, E;) > T(M,E;;1) un opérateur 
de Fredholm. Son adjoint est noté D* : l'(M,E;,1) > T(M,E;). Le 
laplacien est défini par 
Ar= DD; + Di D; 
Les espaces de cohomologie 
H’ (E, D) = ker D;/ Im D;_: 
ont pour dimension 
dim H’ (E, D) = dim Harm’ (E, D) 


Cette dimension est égale à la dimension de l’espace Harm’ (E, D) qui 
est l’espace vectoriel engendré par le noyau de A;. 


Définition 12.1.7. Soit M une variété différentielle compacte sans bord 
de dimension n. L'indice du complexe elliptique est défini par 
n nm 
ind D = S_(-1)'dim H\(E, D) = Ÿ_(-1)'dimker A; 
i=0 i=0 
Exemple 12.1.8. Cet indice généralise la caractéristique d’Euler. Si 
l’on applique ce qui précède au complexe de de Rham 


dn- 5 
0 OU) SO My OM) S0 

où n est la dimension de la variété M, on voit que l'indice est exactement 
la caractéristique d’Euler 

m . . 

x(M) = (1) dim H'(M;R) 

i=0 
Cet indice est une caractéristique topologique, calculé par une triangula- 
tion de M, mais il est aussi égal à 


n 
x(M) = ÿ (1) dim ker A; 
i=0 
puisque bi = dim H°(M;R) est le nombre de i-formes harmoniques 


linéairement indépendantes, où 
A; = (di + dé)? = diid}; + did 


Par conséquent, cet indice est une caractéristique analytique, solution de 
l’équation analytique Aiu = 0, qui se calcule par intégration d’une classe 
caractéristique. C’est une version du théorème de l’indice qui affirme que 
l’indice topologique est égal à l’indice analytique. 
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12.2 Classes caractéristiques 


Soit G un groupe de Lie, on note g son algèbre de Lie C{g] l'algèbre 
des polynômes sur g à valeurs dans C, Ada l’action adjointe sur G. 
Soit E un G-fibré vectoriel complexe de rang complexe m de projection 
r:E - M. 


Définition 12.2.1. Une classe caractéristique c : E — H*(M) est un 
élément de la cohomologie de M qui vérifie pour toute application f : 
N => M, 

c(f"(E)) = f*(c(E)) 
où f*(E) est le fibré vectoriel induit sur la variété N par f. 
Définition 12.2.2. Un polynôme P : g x -:. x g — C (k fois) est une 
application k-linéaire symétrique Ada invariante, c’est-à-dire telle que 


P(Adgz1, ..., Adg£k) = Pen). Vg E G, Verre 


Le polynôme P est dit invariant ou caractéristique. On note 1*(G) 
l’ensemble des polynômes invariants (union pour toutes les valeurs de 


Si G est un groupe de matrices (G C GL(k,C)), alors l’action est 
Ad,t = g_!æg et le polynôme P est la trace symétrisée str : 


P(x1,.…., £k) 


str(£1, De) 


1 
= Hi 5 (Les =; To(k)) 


oEGk 


où la somme s'applique à toutes les permutations o du groupe symé- 
trique G; à k éléments. On étend le domaine des polynômes invariants 
de l’algèbre de Lie g aux p-formes sur M à valeurs dans g de la manière 
suivante. Pour A;n; où À; € g, n; € Q” (M) avec i = 1,2,...,r, on définit 
le polynôme P par 


P(Aim: < Arny) =SMA A n P(A, Ar) 


On démontre le théorème suivant : 


Théorème 12.2.3. Soient P un polynôme invariant de I*(G) et E un 
G-fibré vectoriel complexe de projection t : E — M. Alors 


1. L'application 
xe : IG) > H°(M) 


est un homomorphisme, appelé l’homomorphisme de Weil. 
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2. Soit f: N — M une application différentiable. Alors pour le fibré 
tiré en arrière f*E, on a la condition de naturalité (ou de foncto- 
rialité) 

XPE = XE 


12.2.1 Classes et caractères de Chern 


Soient E un fibré vectoriel complexe hermitien de rang k, de fibre CF, 
M une variété lisse de dimension m. On note A la 1-forme de connexion 
et F la 2-forme de courbure. Puisque E a une structure hermitienne, on 
peut supposer sans perte de généralité que le groupe de structure de Æ 
est U(k). Dans une base de son algèbre de Lie u(k), F est une matrice 
antihermitienne, diagonalisable. Ses valeurs propres x;, i = 1, ..., k sont 
appelées les racines de Chern. 


F = diag(—2irx1,.….,—2irxy) 


Définition 12.2.4. Soit E un fibré vectoriel complexe hermitien de 
rang complexe n de projection m : E — M au-dessus d’une variété lisse 
M. Les classes de Chern notées cg(E) ou c(F) sont les coefficients du 
polynôme invariant de la 2-forme de courbure F 


det (1 + T) 2a 


où Î désigne la matrice unité. 


Les classes de Chern de E sont les polynômes symétriques des racines 
de Chern. Elles sont nulles c;(F) = 0 au-delà de j > k. 


col F) =n 


tr) = 3 = = Dur 


1 2 
c(F) SH (+) [trF A trF — tr(F ^ F)] 


i<j 
: a 
CCF). = (+) det F 


Définition 12.2.5. La classe totale de Chern de la 2-forme de courbure 
est la somme des classes de Chern : 


c(F) = det (1+ =) = (F) +a (F) +- cel(F) 
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Les principales propriétés des classes de Chern sont les suivantes. 


Théorème 12.2.6. Soit x : E — M un fibré vectoriel de groupe 
GL(k,C) et de fibre CF. 


1. (Fonctorialité) Soit f : N — M une application continue, alors 
c(f"E) = f'(c(E)) 


2. (Somme de Whitney) Soit n’: F — M un autre fibré vectoriel de 
fibre C" et de groupe GL(r,C). Alors la classe de Chern totale du 
fibré somme de Whitney E @ F est 


«E@F)=c{(E)Ac(F) 


Démonstration. (1) Comme la courbure de f*E vérifie Qp = fQ, la 
classe totale de Chern 


c(f*E) det (7 + nr) = det ( + fia) 
= f*det (1+ 0e) = ele) 


(2) Comme la courbure du fibré de la somme de Whitney est diagonale 
Q£er = diag(Qp, Nr) 


(EDF) = det (1+ rer) = det | 


= det (1 + op) det (1+ Or) 
27 2T 
c(E)Ac(F) 


I+Ż9g 0 
0 Foz OF 


Exemple 12.2.7. Si L est un fibré en droites, la seule classe de Chern 
non nulle est la classe cı (L). On a par conséquent 


c(L)=1+7x 
où x = c (L). Si E est la somme de n fibrés en droites complexes 
E-=L6l:6-.-61l: 
alors par la propriété de la somme, 


c(E) = c(L1)...c(Ln) 
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soit en introduisant les racines de Chern x; = c(L;) 


n 


c(E) =] [0+ z) 


i=1 


En général, on utilise la décomposition de E en fibrés en droites (qui 
n’est pas toujours possible) pour le calcul des classes de Chern. 


Le calcul des classes de Chern s’effectue en développant le polynôme 
invariant det(1 + X) à partir de l'équation 


tr(In(1 + X)) = In(det(1 + X)) 


soit 


det(1 + X) = exp(tr(In(1 + X))) 


il suffit alors de développer In(1 + X). Le polynôme de Chern s'écrit 


Don PW = 14 (FE + _ (HF?) = (t(F)}?) 2 


+ (—2tr(F5) + 3tr(F°)tr(F) — (tr(F))?) À +- 


i 
48r’ 
Lorsque X est diagonisable, X = diag(z1, ..., xx), le calcul fait apparaître 
les polynômes symétriques élémentaires 


ep(t1, Tk) 1, e1 (£1, Tk) = 5 Tj = tr(X) 


j=1,..,k 
bread), = Deer ek(£1, Ek) = T122... £k = det( X) 
i<j 
de la manière suivante 
det(I + X) = det(diag(1 + x1, ..., 1 + £k)) 
k 
= ][G+x;) 
j=1 


= eo(£1, Ek) + ere Ek) + ei.) 
1 
= 1+t(X)+ > (br (x)? — tr(X?)) +- + det(X) 
Ce qui conduit pour une courbure X = F et F = dA + À[A, A] aux 


classes de Chern énumérées ci-dessus. Il est aussi possible de définir ces 
classes par les axiomes de Grothendieck. 
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Définition 12.2.8. Soit E un fibré vectoriel sur un espace topologique 
M, les classes de Chern de E sont les éléments c;(E) € H?(M,7) véri- 
fiant : 


1. ©(E) = 1, pour tout E. 


2. Fonctorialité. Si f : N — M est continue et f*E est le fibré 
vectoriel correspondant au produit fibré de E, on a 


(ff E) = f'(c(E)) 


3. Additivité. Si F — M est un autre fibré vectoriel complexe, alors 
les classes de Chern de la somme directe de Whitney E @ F sont 
données par le cup-produit (produit de deux cochaînes) 


c(E 9 F) = c(E) ~ ce(F) 


soit 
(E 9 F) = Sat ) “ ckil F) 
En particulier, la classe de ma totale 
c(E) = ol(E)+a(E)+:--ck(E), et G(E) =0sii>k 


4. Normalisation. La classe de Chern d’un fibré en droites L au-dessus 
du plan projectif P*(C) est 


c(L)=1+7x 


Exemple 12.2.9. Les classes de Chern permettent de montrer le théo- 
rème de la boule chevelue dans le cas complexe : le fibré tangent E — 
TCP! de la sphère de Riemann (qui est le plan projectif complexe CP!) 
n’a pas de section partout non nulle. Il suffit en effet de montrer que la 
première classe de Chern est non nulle c1(E) #0. Pour la métrique de 


Kähler 
dzdz 


(1+ |21)? 
la 2-forme de courbure est 
2dz ^ dZ 
EE 
Pour montrer que la première classe de Chern 


EIE S u(F) 
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est non nulle, on considère son intégrale sur la sphère de Riemann 


i dz ^ dz 
C1 = — ui = 2 
TJ (+121) 
qui se calcule par un passage aux coordonnées polaires. Mais par le théo- 
rème de Stokes, toute forme fermée est d’intégrale nulle. Par conséquent, 


sa classe de cohomologie est non nulle. Ce qui prouve que le fibré tangent 
E= TPŁ de la sphère de Riemann n’est pas un fibré vectoriel trivial. 


Les caractères de Chern (plutôt que les classes) sont employés dans 
les théorèmes de l'indice. Ils se définissent de la manière suivante. 


Définition 12.2.10. Le caractère de Chern total est défini par 


FN AL Ry 
ch(Q) = tr exp (=) = Dir (2) 


j=l 
Le j-ième caractère est défini par 
1, fiF\) 
ch;(Q) = =tr | — 
O= (2) 


Comme pour les classes de Chern, en diagonalisant F et en posant, 
pour tout g € GL(k,C), 


ufr | 
X=g ! (=) g = diag(z1, ..., £k) 


le caractère de Chern s'exprime en fonction des polynômes symétriques 
élémentaires en (£1, ..., £k) pour n = 1, ..., k noté pour simplifier l'écriture 


en(zj) 


k 


k 
1 1 
j=1 j=1 p p 


= k+ e(r) + i [e(z — 2ezl2;)] + + erla) 


Le caractère de Chern s’exprime donc en fonction des classes de Chern 


1 1 
ch(Q) = k +c + z(6 2c2) + AG 3C1C2 + 303) + 


Théorème 12.2.11. Le caractère de Chern est un homomorphisme 
d’anneau vérifiant 


1. ch(E @ F) = ch(E) + ch(F) 
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2. ch(E @ F) = ch(E) A ch(F) 
3. Pour toute suite exacte courte de fibrés vectoriels 0 — A > B > 


C0 on a 
ch(B) = ch(A) + ch(C) 


4. Soit f: N — M une application différentiable 
ch(ffE) = f*ch(E) 


12.2.2 Classes de Todd 


En utilisant la décomposition d’un fibré vectoriel en une somme de 


fibrés en droites 
E = Li Ð L2- Ln 


et en introduisant les racines de Chern x; = cı (Li), on définit les classes 
de Todd par la formule 


td(E) = |” 


der 
Si E et F sont deux fibrés vectoriels complexes au-dessus de M, alors 
td(E @ F) = td(E) Atd(F) 


Le développement en série formelle 


Z 1 ri 
ler ` sh je L De í 
ER z i a 
2° 12 720 
où Bk sont les nombres de Bernoulli Bı = —1/2, B2 = 1/6, B3 = 0, 
Ba = —1/30, etc. Ils sont donnés par la relation de récurrence pour 
m > 1 (les nombres de Bernoulli d'indice impair sont nuls Bək+1 = 0, 
k>1) 
se 1 
sn) 
m + 0 J 


Le développement précédent conduit à l’expression de la classe de Todd 


1 1 
td(E) = LES% l pi l Gie a 


IN (-d + 4cŸco + ac +36 — ca) rte 


C1C2 
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dont les premiers termes sont 


tn 
1 
tdı (E) = 3^1 
1 
td2(E) = (a + c2) 
1 
td3(E) = 2412 
1 4 2 2 
tda(E) = zagi + Acfc2 + 3c3 + c1C3 — C4) 


Proposition 12.2.12. Si 0 — A —> B — C — 0 est une suite exacte 
courte de fibrés vectoriels, alors 


td(B) = td(A)td(C) 


12.2.3 Classes de Pontriaguine 


Les classes de Pontriaguine sont des classes caractéristiques de fibrés 
vectoriels réels E — M. Pour les définir, il faut complexifier l’espace 
E en introduisant ET = E & C = E + iE et considérer les classes de 
cohomologie à coefficients entiers. 


Définition 12.2.13. Soit E un fibré vectoriel réel au-dessus de M de 
dimension m et dimg E = k. La j-ième classe de Pontriaguine est définie 
par : 

P;(E) = (—1) cz (E 8 C) € H“ (M; Z) 


où c2; est la 2j-ième classe de Chern du complexifié E & C. La classe 
totale p(E) est la somme des classes p; (E) 


p(E) = det (r+ >) = 1+ p (E) + p(E) ++: 
La matrice F/27 peut être mise sous la forme 
X = diag(—iri,ir1, —ir2,iro, …,) 
où rj = —);/2 sont les analogues des racines de Chern et où les À; sont 


les valeurs propres de la matrice antisymétrique F, matrice diagonale 
par blocs, où les blocs sur la diagonale sont de la forme 


298 Théorie de l'indice 


La classe totale de Pontriaguine est donnée par 


[k/2] 
p(F) = det(1 + X) = [LG +7) 

j=1 
où [k/2] = k/2 si k est pair et [k/2] = (k — 1)/2 si k est impair. En 
développant cette expression 

[k/2] 
PCF) = D. Tarmi 
Jiı<j2 <= < Ji 

et en utilisant la relation 


| LR/2 
trX 2 = 2(—1) Nr 
i=1 


on obtient les différentes expressions 


m) = Die pt 


(Fr) = yor: Nr? = 


[tr(F?}? — 2tr(F*)] 


4 
E 8(27) 
1 
= 2 2 À = 2,3 2 4 6 
i<j<l 
pe(F) = rn Ar? 


Les classes de Pontriaguine s'expriment en fonction des classes de Chern. 
Cela résulte de la formule de la somme de Whitney 


E8QRCSEQE 
et des propriétés des classes de Chern 
aE) = (-1)tc(E), et (EE) = c(E)c(E) 


qui conduisent à la relation 


l—=pi+p2—: nm + c2 — +++ + (—1)”cn) 


où l’on a noté p; = pj(E) et cj = cj(E) pour j = 1,2, ...,n. Par exemple 
pour n = 2, la relation conduit à 


l1—pi+p2? = (1+ +c2)(1— cı + c2) 
= 1- (é -—20)+ 2 
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comme p2(E) = c(E @C) = c(E)c(E) = c(E), on en déduit que 


Plus généralement, on a 


pe = — 2icppa + +21) Ckck ++ 
+2(—1) co 101 + 2(—1) ox 


12.2.4 Classes d’Euler 


La classe d’Euler est une classe caractéristique des fibrés vectoriels 
réels orientés. Dans le cas du fibré tangent sur une variété lisse, la classe 
dďd’Euler généralise la caractéristique d’Euler-Poincaré. 


Définition 12.2.14. Soient M une variété riemannienne orientable de 
dimension 2n et TM son fibré tangent (de rang k = 2n). La classe 
d’Euler e(M) de M est la racine carrée de la plus haute classe pn( M) 
de Pontriaguine 

e(M}° = pa(M) 


Si M est de dimension impaire, on définit e(M) = 0. 


Comme la matrice p,(T M) est une matrice antisymétrique, il est pos- 
sible d'adopter une autre définition de la classe d’Euler à partir de sa 
2-forme de courbure. 


Définition 12.2.15. Soient M une variété riemannienne orientable de 
dimension 2n et TM son fibré tangent. Soit R sa courbure. La classe 
d’'Euler e(M) de M est le pfaffien de R 


e(M) = Pf(R) 
f n 
ons X sgn(o)Ro(1)0(2)-Ro(2n—1)o(2n) 
( ) Moses 


On rappelle que le pfaffien d’une matrice de taille impaire est nul. Il 
n’a d'intérêt que pour les matrices antisymétriques X de taille 2n x 2n. 
Dans ce cas, le pfafñien est lié au déterminant de X par la relation 


det(X) = Pf(X)? 


12.2.5  Polynôme de Hirzebruch et ÂÀ-genre 


Soit Æ un fibré vectoriel réel de rang k = dimp E au-dessus d’une 
variété M de dimension n. 
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Définition 12.2.16. Le L-polynôme de Hirzebruch (appelé aussi 
L-genre) est défini par les classes de Pontriaguine 


T; 1 1 
L(M) = 2 =] 7 Aus 
(M) Ho z; F 3P1 45 ( p2 pi) 


où les B, sont les nombres de Bernoulli. 
Le polynôme L(x) est une fonction paire 


92n 


L(x) = =E D anji Pan 


tanh x 


où les Bn désignent les nombres de Bernoulli. L(x) s’écrit avec les classes 
de Pontriaguine 


L=1+L; + Lo+L3+:... 


où 
1 
Li = 3P1 
1 
L> = —(-p 
2 a pi + 7p2) 
L3 — 945 = (ri - 13p1p2 + 62p3) 


Définition 12.2.17. Le Â-genre (appelé genre de Dirac par les physi- 
ciens) est le genre défini par 


à 1 


A(M)=1 (Tp? — 4p2) +- 


T 550 
où les ppn sont les classes de Pontriaguine. 


Le A-genre est associé à la fonction 


a oo val z r? 
OS aa 2 60 


où les B, sont les nombres de Bernoulli. Le À-genre Â( M) est un nombre 
rationnel. Pour les variétés spin (munies d’une structure spinorielle), qui 
jouent un rôle important en physique, le Â-genre est un nombre entier 
et un entier pair en dimension 4 mod 8. Ce résultat est expliqué par le 
théorème de Atiyah-Singer qui montre que le Â-genre d’une variété spin 
est égal à l’indice de son opérateur de Dirac. 
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12.3 Variétés spin 


Certaines variétés riemanniennes orientées de dimension n > 3 
peuvent être munies d’une structure de spin avec laquelle on définit 
des fibrés de spineurs. Le spin peut être considéré comme un nombre 
qui caractérise l’effet des rotations sur un objet. Il permet de classer les 
représentations irréductibles non équivalentes du groupe des rotations. 
Pour le physicien, le spin est le moment cinétique intrinsèque d’une par- 
ticule. 


Définition 12.3.1. Le groupe spinoriel Spin(n) de degré n > 2 est 
le revêtement à deux feuillets du groupe SO(n,R) tel que la suite de 
groupes de Lie suivante est exacte 

1 > Z2 > Spin(n) > SO(n) — 1 
Le groupe Spin(n) est simple, connexe et de dimension n(n — 1)/2. Il 


coïncide avec le revêtement universel de SO(2). 
Le groupe spin est engendré par n matrices de Dirac notées {9”} 
vérifiant les conditions 
= 4 
ol SEA Se 
On définit la (n + 1)° matrice par 


I 0 
n+1 -n/2,1.2 n 
y = 74 RER 0 ES | 0 I | 


où I est la matrice unité 2/2 x 27/2, Pour n = 2, les matrices coïncident 
avec les matrices de Pauli, associées aux rotations d’une particule de 
spin 1/2 dans chacune des directions de l’espace x, y et z : 


P= Ÿ =0, V= NY = 03 


 /ù/01 [0 —i  /ù/1 0 
EAD EEE A AR eo l 
Les valeurs propres +1 de +**! définissent la chiralité. Les sections du 


fibré spin A(M) se décomposent en deux espaces propres 


A(M) = A4 (M) A-(M) 


avec 


À toute variété riemannienne, on associe le fibré des repères ortho- 
normés directs qui a une structure de fibré principal de groupe struc- 
turel SO(n). Chaque fibre est formée des différents repères de l’espace 
tangent. 
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Définition 12.3.2. Soient X un ensemble, G un groupe et g.x l’action 
à gauche du groupe G sur X. On dit qu'une application p sur X est 
équivariante si 


p(g.x) = gp(x), Yg € G,Yx € X 


Définition 12.3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée. Soit 
m : Pso(M) — M le fibré principal des repères orthornormés. Un couple 
(P, p) est une structure spinorielle sur le fibré 7 si 


1. 7%: P — M est un fibré principal sur M de groupe structurel 
Spin(n). 

2. p: P — Pso(M) est un revêtement équivariant à deux feuillets tel 
que To p= T et 


p(p,q) = p(p)p(q), Yp E€ P, Yq € Spin(n) 


Le fibré principal 7 est appelé le fibré des repères de spin de M. 


Définition 12.3.4. Un fibré principal Pso(,) de groupe structurel 
SO(n) est Spin(n) quand il existe un fibré principal Pspin(n) de groupe 
Spin(n) tel que l'application entre fibrés p : Pépin(n) > Pso(n) est un 
relèvement équivariant, c’est-à-dire vérifie 


p(pg) = w(p)p(g), Yp € Pspin(n) Yg € Spin(n) 


où p : Spin(n) —> SO(n) est le revêtement double de SO(n). 


Définition 12.3.5. Une variété spin M est une variété riemannienne 
orientée munie d’une structure spinorielle sur son fibré tangent. 


Exemple 12.3.6. Si H?(M, Z2) = 0 alors M est spin. Par exemple, la 
sphère S” est une variété spin pour n > 2. Par contre les plans projec- 
tifs CP? et CP?" ne sont pas spin, mais CP?" est une variété spin. 
Toute variété orientée compacte de dimension 3 est spin. Toute variété 
de Calabi- Yau est spin. 


Proposition 12.3.7. Une structure spinorielle Spin(n) existe sur le 
fibré vectoriel orienté n : E — M si et seulement si sa deuxième classe 
de Stiefel- Whitney (qui est égale à la première classe de Chern modulo 
2) s'annule 

wa(E) = chı (E) mod 2 = 0 


Comme la première classe de Stiefel-Whitney représente une obstruc- 
tion à l’orientabilité, cette condition d'annulation de la deuxième classe 
est en quelque sorte un renforcement de la condition d’orientabilité. 
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Proposition 12.3.8. Si M est une variété spin, alors le nombre de 
structures spinorielles est en bijection avec H!(M; Z2). 


Exemple 12.3.9. Une surface de Riemann de genre g admet 229 spin 
structures non équivalentes. 


Définition 12.3.10. Le groupe Spin (n) est le revêtement à deux 
feuillets de SO(n) x U(1) tel que la suite suivante est exacte 


1 > Z > Spin] (n) > SO(n) x U(1) > 1 


Proposition 12.3.11. Une structure spinorielle Spin(n) eriste sur le 
fibré vectoriel orienté n : E — M si la troisième classe de Stiefel- 
Whitney s’annule. 


12.4 Théorèmes de l’indice 


Soient M une variété différentielle compacte sans bord de dimension n 
et E un fibré vectoriel au-dessus de M. On note T (M, E) l’ensemble des 
sections lisses de Æ. Nous avons vu que pour un opérateur de Fredholm 
D :T(M, E) = T(M,F) l'indice analytique de D est le nombre 


indan D = dim ker D — dim ker D* 
Dans le cas d’une suite finie d'opérateurs 
STE) SOLE NE TE) 0 


définissant un complexe elliptique, c’est-à-dire tels que D; o D;_1 = 0 
pour tout 4, on définit l’indice topologique par la formule 


ind(D) = (—1}" ‘. (D A(TM°) 


où TMC est le complexifié du fibré tangent. Cette formule se note sous 
la forme condensée suivante : 


ind(D) = (—1)" {ch(o(D))td(TM°)} [TM] 


soit, en réécrivant le caractère de Chern comme le quotient d’une somme 
alternée de fibré tangent par la classe d’Euler : 


ind(D) an (y f 


M 


Baa (12.1) 


td(TM®) 
) e(TM) 


ch (@(—1)'E, 


Selon le complexe envisagé, on montre que cet indice topologique est 
égal à l’indice analytique. 
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12.4.1 Théorème de Gauss-Bonnet 


Le théorème de Gauss-Bonnet est un cas particulier de l’applica- 
tion de la formule (12.1) au complexe de de Rham. Soient AP(M)c = 
T(M, \PT* Mc) l’espace vectoriel des p-formes, T* Mc le fibré cotangent 
complexifié, d la dérivée extérieure, M une variété lisse de dimension 
paire n = 2l, et le complexe de de Rham complexifié 


2 AHM )e FA (Me 5 A Me SS.. 


L'indice topologique de la formule (12.1) devient en posant E" = 
APT* Mç, 


7 td(TM®) 
zi n(n+1)/2 h -1 E" M 
(-1) a (LOUE) Sn) M 
Or le caractère de Chern de la somme alternée est égal à 
ch er) = S_(-1)'ch(E") 
r=0 r=0 

La décomposition sur des fibrés en droites permet d’écrire 

ch (Ser N rme) = [[(-e-%)(TMo) 

r=0 


Or, par définition, 


et 


e(TM) = [[r;(TMo) 
j=1 


En substituant ces quantités dans la formule de l’indice, on obtient 
l 
indiopld) = f (1) 24001) |TTas(T Mo) | = f erm) 
M ji M 
car le caractère de Chern c(T Mc) = £1£2...£n vérifie 


c(TMc) = (-1)le(TM ẹ TM) = (-1) (TM) 
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La dérivée extérieure d : A'(M) — A'TI(M) n'est pas un opérateur de 
Fredholm de A*(M). On se place alors dans le groupe de cohomologie 
de de Rham H}AR(M), ce qui permet de définir l'indice analytique 


ind (d) = S_(-1)" dim H}R(M;C) 

r=0 

DC)" dim Har(M;R) = x(M) 
r=0 


L'égalité des indices conduit au théorème suivant. 


Théorème 12.4.1 (de Gauss-Bonnet). Soit M une variété rieman- 
nienne compacte sans bord, alors l’intégrale de sa classe d’Euler est sa 
caractéristique d’Euler-Poincaré. 


f eTM) = x) 
M 


Si la variété M est de dimension impaire, les deux membres s’annulent. 
Exemple 12.4.2. Soit la sphère M = S? et son fibré tangent TS?. La 
courbure sur S? est la 2-forme 


Rop = — Ro = sin 0d0 ^ dy 


Bien que p1(5?) = 0, on calcule son expression pour en déduire la classe 
d’Euler 
Pi(R) = str(R) 
—1 
2 


TR 8m2 [Rop Ro0 + Roo Rog] 


1 2 
= ( sin 0d0 A de) 
2T 


qui est 


1 
e(S?) = zy Sin 640 A dọ 


27 T 
f e(S?) = =f de | dôsin 9 = 2 
52 27 Jo 0 


est précisément la caractéristique d’Euler de la sphère x( 9?) = 2. 


L'intégrale 
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12.4.2 Théorème de signature de Hirzebruch 

Soit M une variété lisse, fermée et orientée de dimension n = 4k. On 
considère la forme bilinéaire symétrique o : H? (M; R) x H” (M; R) > 
R définie par 


o(lel,(8) = f ang 


Cette forme o est une matrice symétrique carrée b2* x bF où b? = 
dim H#(M;R) est le nombre de Betti. Elle a p valeurs propres posi- 
tives et q valeurs propres négatives. Sa signature est p — q. Elle est 
appelée la forme d’intersection de M. La signature de la variété M est 
définie comme la signature de la forme d’intersection, dite signature de 
Hirzebruch. 


sign(M)=p-q 
Soit d : QP(M) — QPHI(M) la dérivée extérieure sur les formes dif- 
férentielles de M. La métrique riemannienne de M permet de définir 
l'opérateur x de Hodge et le produit intérieur 


(n= f ons 


L'opérateur d* : QPtI(M) — QP(M) adjoint de la différentielle exté- 
rieure s'exprime en fonction de l'opérateur de Hodge par 


d* = (—1)7 Pti) +n+1 kdx=—+xdx 
L'opérateur d + d* agit sur l’espace de toutes les formes 
n 
Q(M) = APM) 
p=0 
Cet opérateur est gradué. L’involution 7 : QP(M) — Q°-P(M) définie 


par 
rw) = PPD y oy 


a pour valeurs propres +1 et anticommute avec lopérateur d + d*. Elle 
échange les espaces propres Q4+(M) respectifs. Par conséquent, elle défi- 
nit un opérateur D : Q,(M) > Q_(M) et 


| 0D 
TEE 4 


L'indice de cet opérateur est la signature de Hirzebruch 


ind(D) = dim ker D — dim ker D* = sign( M) 
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L'indice topologique est donné par la formule (12.1) 


td(T M @r C) 


e(TM) M] 


(-D% (ch(A*T*M 8r C) — ch(ATT*M 8r C)) 


or en appliquant le principe de décomposition des classes caractéristiques 


2k 
ch(AŸT*M @r C) — ch(ATT*M @RC) = [e -ei) 
j=1 
_ _%j _—&j 
td(T M @RC) = 1-1 et 
(TM) = %1t2..%%4 


la formule équivaut à 


2k Tj _ efi £: —T; 
ind(D) = (= (ü É 1 La 1 — 2) m] 


j=1 Tj 


2k , 
æj(e*i +1) 
[M] 
ei — 1 

j=1 


2k 
PSE zj/2 
LE ere [M] 


Lx(p1, <- pk)[M] 


Théorème 12.4.3 (de signature de Hirzebruch). La signature de la 
variété M de dimension 4k est donnée par le L-polynôme de Hirzebruch 
d'ordre k 


sign( M) = S Lg(pı, -- Pk) 


Exemple 12.4.4. Si n = 2k, le plan projectif complere CP” est de 
dimension 4k. Le théorème de Hirzebruch montre que 


(L(CP"), (CP) = |, L(CP") =1 


On peut le vérifier par un calcul direct pour des petites valeurs de k. Par 
exemple, pour k = 1, 


; 1 
sign(M) = f L(M)=5 f p(M) 
M 3 JM 
La classe de Pontriaguine s'exprime en fonction des classes de Chern 


p = : (à — 2c2) 
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Mais les classes de Chern valent 
c(CP?) = (1 + Li 
où x est un générateur de x € H?(CP"). Donc pour n = 2, on a 


L (cr?) E (3z)? a Sga 


ce qui conduit à 


(L(CP?),[cP?|) =1 


Exemple 12.4.5. En dimp M = 4, le théorème de signature de 
Hirzebruch permet de dire si une variété admet une structure complexe. 
Pour cela, il faut que l’indice arithmétique 


nað) =; x) Baa 


soit entier. Par exemple, la sphère St a pour caractéristique d’Euler 
X(S4) = 2 et pour signature sign( S4) = 0, si bien que son indice 
arithmétique est 1/2, qui n’est pas entier. La sphère n’a donc pas de 
structure complexe. Le plan projectif complere muni de son orienta- 
tion usuelle a un indice arithmétique ind(ð) =(3 + 1)/4 = 1 qui auto- 
rise une structure complexe, tandis que muni de l'orientation inverse 
ind(ð) =(3 — 1)/4 = 1/2, l’espace —CP? n’a pas de structure complexe. 


12.4.3 Théorème de Riemann-Roch 


Le théorème de Hirzebruch-Riemann-Roch relie l'indice, qui est une 
quantité globale, à une quantité calculable localement. 


Théorème 12.4.6 (Hirzebruch-Riemann-Roch). Soit D : T(M,E) > 
T(M,F) un opérateur elliptique sur une variété différentielle compacte 
sans bord M de dimension n, où E et F sont deux fibrés vectoriels sur 
M, alors l'indice topologique de D est égal à l’indice analytique, 
nps I ch(E) A td(TM) 
M 


autrement dit 


dim ker D — dim ker D* - | > Chn-;(E)td;(TM) 
M : 
j=0 
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Exemple 12.4.7. Pour une variété de dimension n = 1, cho(E) = 
dim(E), chı(E) = «(E) et les classes de Todd valent tdo(T M) = 1 et 
td (TM) = ġa (TM). 


indD 


I chi (E)tdo(T M) + I cho(E)td (TM) 
M M 


= zäm(E) f a(TM)+ f e(E) 


= 5 dim(E) [enf Z 


= re — g) dim( E) + = fa 


Théorème 12.4.8 (Riemann-Roch). Soient M une variété complexe de 
dimension complexe dimç = n = 2k paire, E le complexe de Dolbeault, 
alors le genre de E est donné par 


x(£)= f ta(T™M) 


Soient à l’opérateur de Dolbeault et à l'opérateur dual. On note d = 
0 + ð la dérivée extérieure. Par définition 


ð = dz” A 0/02", ð = dz” ^ ð/ðz" 
Le complexe de Dolbeault dérive du complexe de de Rham complexe 
pour p= 0 : E E 

0, NM) -> AM) À -.. 


Les classes caractéristiques valent 


(TM) = (-Dfœ(TM) = (—1)*e(TM) 


td(TMc) = td(TM TM) = td(T M)td(T M) 
ch(o) = 5 ch(^4 = (TM) 
h(a) > h(\TM) TD) 


La formule de l’indice (12.1) se réduit donc à 


(-1)e(TM) 


ind(ð) = TRS A EE 
ind(ð) EME e(TM)td(TM) 


td(TM)td(TN) [M] 
= td(TM)[M] 


La relation entre les nombres de Betti bọ = dim HłR(M;R) et les 
nombres de Hodge h, q 


x(M) = 5-1) = DD hp 


q Pq 
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conduit à l'indice topologique 
ind(9) = D _(—1)%hoa = x(£) 
q 
d’où l’on déduit 


KE = f ta(TM) 


12.4.4 Théorème d’Atiyah-Singer 


Théorème 12.4.9 (Atiyah-Singer). Soit (E, D) un complexe elliptique 
sur une variété différentielle compacte sans bord M de dimension n, 
alors l’indice de ce complexe est 


td(T MC) 
e(M) 


ind(E, D) = (102 f ch (e(-1)'E;) 


En particulier, pour deux espaces fibrés, on a le résultat suivant. 


Théorème 12.4.10. Soit D : T (M, E) > T(M,F) un opérateur ellip- 
tique sur une variété différentielle compacte sans bord M de dimension 
n, où E et F sont deux fibrés vectoriels sur M, l'indice est donné par 


ind(D) = dimker D — dim ker D* 


= (107 f (hE-@F) ses 


Soit M une variété différentielle compacte orientable sans bord M de 
dimension n. M est une variété spin. Le groupe spinoriel a pour repré- 
sentation les matrices de Dirac. Nous avons vu que les valeurs propres 
+1 de +"*1 définissent la chiralité et que les sections du fibré spin A(M) 
se décomposent en deux espaces propres 


A(M) = A4 (M) A- (M) 


En introduisant le complexe spin en termes d’opérateurs de Dirac D et 
de son dual 


D : A (M) > A_(M) 
D* : A_(M) > A,(M) 


l'indice analytique est donc le nombre n} de modes d’énergie nulle de 
chiralité positive diminué du nombre n_ de modes ďd’énergie nulle de 
chiralité négative 


ind(D) = dim ker D — dim ker D* = n4 —-n_ 
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La formule de l’indice (12.1) conduit à 


C 
(D (açasan) — A-0) M 
Or 
n/2 
(=1)"/2 (ch(A+ (M) — ch(A- (M) = JI (2 — e=?) 
j=1 
Il s'ensuit que 
n/2 eil 2 — e7 %i/2 £: gr, 
ia(D) = Jf | T3 Tes I 1) [M] 
j=i j 
n/2 js 
sA 
n/2 


Z Tj 
B lI sinh(x;/2) A] 


A 


= A(TM)M] 


D'où le théorème d’Atiyah-Singer 
ind(D) = I Â(TM) 
M 


En remplaçant le fibré spinoriel SM par le produit tensoriel SM @ V 
avec un fibré vectoriel V, on voit en utilisant la propriété multiplicative 
du caractère de Chern que l’opérateur 


D':AU(M)@V => A (M)@V 


a pour indice 
HA(D) = I Â(T M) A ch(V) 
M 


12.5 Exercices 


Exercice 12.1. Soit E la décomposition d’un fibré vectoriel en fibrés 
en droites 
E= Li P L29- Ln 


Calculer la classe de Chern du dual 


E* = I} 0 L40- 0 L5 
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Solution 12.1. Si L est un fibré en droites de classe de Chern cı(L), 
alors le dual L* a pour classe de Chern 


c (L*) = =c (L) 


Par conséquent 


c(E*) = [TG - at) 


l 


Exercice 12.2. Soit E et F’ les décompositions de deux fibrés vectoriels 
en fibrés en droites 


et 
E' =L 0L,- 0L, 
Calculer la classe de Chern de E @ F’. 
Solution 12.2. Si L et L’ sont des fibrés en droites 
ci(L Q L’) = c1(L) + a(L/) 
puisque 
ij 
et 
c(E 8 E’) = J [0 + (Li) + c25) 
i,j 
la formule du produit des caractères de Chern 
ch(E & E") = ch(E)ch(E') 
conduit à l'expression suivante 


a(E @ E") = a (E) dim F’ + «(E") dim E 


Exercice 12.3. Soit E un fibré vectoriel complexe. Calculer le caractère 
de Chern et la première classe de Chern de son algèbre extérieure 


NE) @ ^ (E) 
i 
Solution 12.3. Pour deux fibrés E et F, on a 
AE F) S ME) 8 A(F) 
Le caractère de Chern s'écrit 


ch(A(E)) = Xt ch(A*(E)) = [Teh(A(L)) = [TG + tett) 
k i 


(3 
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où t est une variable formelle. Le coefficient de t? est 
ch(W?(E)) = Joe ta 
i<j 


d’où en développant l'expression de la première classe de Chern, on 
trouve 


cı (^?(E)) = (dim(E) — 1)a(E) 


15 


Systèmes hamiltoniens 


Les systèmes hamiltoniens sont régis par des équations différentielles 
qui décrivent le mouvement d’un objet dont l'énergie est conservée au 
cours du temps. Au plan mathématique, le cadre de la mécanique hamil- 
tonienne est celui de la géométrie symplectique. 


13.1 Variétés symplectiques 


Définition 13.1.1. Une variété symplectique est une variété différen- 
tiable M de dimension 2n munie d’une 2-forme w fermée et non dégé- 
nérée. Cette 2-forme est appelée forme symplectique. 


Remarquons que la forme w est fermée, mais non nécessairement 
exacte. Imposer une forme exacte reviendrait à exclure les variétés com- 
pactes, car sur une variété compacte, il ne peut pas exister de 2-forme 
à la fois non dégénérée et exacte. Nous avons vu que w est non dégéné- 
rée si et seulement si w” est une forme volume et que sur les variétés 
compactes, les formes volumes ne sont pas exactes. Si w était exacte, on 
aurait w = da, mais dans ce cas, la forme volume w” serait exacte car 
w = d(& Auw-t), 


Lemme 13.1.2 (de Moser). Soit M une variété de dimension 2n et 
soit w+ une famille de formes symplectiques dérivables en t € [0,1]. Pour 
tout point x de M, il existe un voisinage ouvert U de x et une famille 
de difféomorphismes locaux P, : U — U tels que DS = id et Pžw; = wo. 
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Démonstration. Le problème est de démontrer qu'il existe une famille 
de champs de vecteurs X; sur l’ouvert U telle que d®,x/dt = X(x) 
et Dfws = wo. La forme 5, = dw;/dt est une forme fermée. Il existe donc 
un voisinage U sur lequel la forme B, est exacte dB, = ar. Introduisons 
la dérivée de Lie 


d x * * dw * 7: * 
ge = (Lxv) + Di T = Didix,wr + 6, 
Pi (dix,wt + B,) = Pfdlix,w + a) 


X 


Déterminer une famille ®¥ telle que d(žw:)/dt) = 0 revient donc à 
trouver un champ X; tel que ®řd(ix,wt + at) = 0, c’est-à-dire tel que 
ix,wt = —@. Dans une carte locale 


1 2n f f 2n | 
Wy = 2 5 wij(x,t)dx" A dx? Qt = Sax, t)dx" 
i,j=1 i=1 


et 
2n ð 
X = Xi n t = 


Par conséquent, 
2n 


ix, Wt = X wij Xda 
i=1 
L’équation ixy,wt + a; = 0 s'écrit donc en local 
2n 
xi Ji 
Wij +a =0 
j=l 
Comme les w;; sont non dégénérées, ce système admet une solution 
unique en X’. 


Théorème 13.1.3 (de Darboux). Soit w une forme symplectique sur 
une variété M de dimension 2n. Pour tout x de M, il existe un voisinage 
ouvert U de x et des coordonnées locales (q!, ...q”, p1, ..-, Pn) telles que 
la restriction de w à U s'écrit 


nm 
w = 5 dp; ^ dd 

i=1 
Démonstration. On peut supposer que x = 0. Soit a la forme constante 
wo. Considérons la famille de formes différentielles wy = ta + (1 — t)w, 
pour t € [0,1]. Ces formes sont fermées et non dégénérées dans un voi- 
sinage de 0. D’après le lemme de Moser, il existe une famille de dif- 
féomorphismes locaux définis sur un voisinage de 0 tels que Di = id 
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et Dfwy = wo. Par conséquent, de wo = wi = a (relation obtenue 
pour t = 1) et de la relation wo = ®ğjwo = w, on déduit que ®1 per- 
met de faire le changement de coordonnées transformant w en œ, forme 
constante Dia = w. Il existe donc 2n coordonnées telles que w = dp;/\dg° 
(la sommation sur les indices répétés est implicite). 


Proposition 13.1.4. Soit (M,w) une variété symplectique de dimen- 
sion 2n. Dans un système de coordonnées locales, 


nd Ve (dr Pir- Pn) 


la forme symplectique w s'écrit 


1 2n | i r ; 
uw = 5 2 (x, t)dz’ ^ dx = D dp; A dg 


La matrice J = (wij) est appelée matrice symplectique 


E | “ja 14 


Id désigne l'identité sur R”. La matrice J est antisymétrique, non sin- 
gulière (det(J) = +1) et sa matrice inverse vérifie 


JT! = (ui) = (W) = J" = -J 


soit 
wijw?” = ôk 


Remarquons que la notion de variété symplectique est liée à la notion 
d’espace vectoriel symplectique. Un espace vectoriel symplectique E est 
un espace vectoriel de dimension paire muni d’une forme bilinéaire alter- 
née non dégénérée w. Sur cet espace, il existe une base dite symplectique 
(el, .., e”, fi, fn) telle que wle, fj) = ô, et w(eï, ef) = w( fi, f;) = 0. 
Par exemple, sur R?”, si on note x = (q,p) et y = (q',p'), la forme 
w(x, y) = p:q'—p'-q, où le symbole - désigne le produit scalaire euclidien, 
est une forme bilinéaire alternée non dégénérée. Si (et, ..., e”) désigne une 
base euclidienne de R”, alors la base ((0, e1), ..., (0,e"),(el,0),...,(e",0)) 
est une base symplectique de R?”. Dans cette base, la matrice de w est 
la matrice symplectique J. Une application f : R?” — R?” est sym- 
plectique si et seulement si sa matrice § dans une base symplectique 
vérifie ST JS = J. En effet, on a (JSx, Sy) = (J£, y) d'où (ST JSx,y) = 
(Jx,y). Le polynôme caractéristique d’une application symplectique 
P(X) = det(S — AI) est réflexif, c'est-à-dire vérifie P(A) = X"P(1/)). 
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En particulier, si À est une valeur propre d’une transformation symplec- 
tique, alors 1/À est aussi valeur propre. Si À est complexe, À, À,1/X,1/À 
sont aussi des valeurs propres. 

Le groupe symplectique Sp(2n, E) est le groupe des isométries de w, 
c’est-à-dire des isomorphismes linéaires f vérifiant 


&(f(x), f(y)) =w(x,y) Va,yeE 


Le groupe symplectique Sp(2n, R) est l’ensemble des matrices S vérifiant 
STJS = J. C’est un sous-groupe de GL(2n, R) 


Sp(2n,R) = {S € GL(2n,R), STJS = J} 


Son algèbre de Lie sp(2n) (i.e. son espace tangent en Id) est le groupe des 
matrices À vérifiant ATJ + JA = 0, expression obtenue en différentiant 
STJS — J =0 en Id. 


Définition 13.1.5. Soient M une variété symplectique et H une fonc- 
tion C® de M sur R. Un champ de vecteurs X est dit hamiltonien si 


ixw = —dH 


La fonction H est appelée le hamiltonien du système. 


Proposition 13.1.6. Pour qu’un champ de vecteurs X sur une variété 
symplectique M muni d’une 2-forme w soit un système hamiltonien il 
faut et il suffit que la dérivée de Lie de w relativement au champ X 
s’annule Lyw = 0. 


Démonstration. La proposition se déduit de la relation 


Lxw = dixw = 0 


Théorème 13.1.7 (Équations de Hamilton). Soient M une variété 
symplectique de dimension 2n et X un champ de vecteurs hamiltonien 
associé à la fonction hamiltonienne H. Les courbes intégrales de X sont 
solutions des équations du premier ordre, appelées équations de Hamilton 


ʻa dë _ ôH . dpi 


dpi OH 
TH On P= u T aqt 


où la notation x désigne la dérivée par rapport au temps x = dx/dt. 
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Dans un système de coordonnées locales (q!,...q",p1,.…,Pn) sur un 
ouvert U de M, le champ hamiltonien X a pour composantes le 2n- 
uplet 


ƏH ƏH = 
Op” Opn? 3q | Og 


L’expression locale du champ hamiltonien est 


z H H 
x — 5 É ð o fô) ) 
2 \ Op: ðq Oq’ Op; 

En utilisant le théorème de Darboux, on vérifie que 


ix (dp; À dqg') = ——— | À dg* — dpi À | — 
D ix( pi À dot) 3 a) q 2 p (5) 


oH OH . ; 
i = i = — H 
a dp og dg ) i 


iyw 


n 
1—= 


1 


Définition 13.1.8. Soit M une variété symplectique. On appelle espace 
des phases le fibré cotangent à la variété M. 


Définition 13.1.9. Soit X un champ de vecteurs hamiltoniens sur une 
variété symplectique M. Une intégrale première de X est une fonction 
différentiable f sur M telle que X - f = 0. 


Définition 13.1.10. Le groupe local à un paramètre y, associé au 
champ de vecteurs hamiltonien X 


(x - fe) = lim e 


t—0 t 
est appelé flot hamiltonien. 


Théorème 13.1.11 (de Liouville). Soient M une variété symplectique 
de 2-forme w, X un champ de vecteurs hamiltonien et p, le flot hamil- 
tonien de X. Pour tout t, on a gjw = w. La mesure de Radon u associée 
à w sur M est invariante par w,. En d’autres termes, pour tout borélien 
À de M et toutt € R, la mesure préserve les volumes 


u(g;A) = (A) 
Démonstration. Comme dw = 0 et ixw = —dH, on a 
dpiw 
dt 


giw est donc constant et comme yw = w, on déduit que wfw = w pour 
tout t. 


= pi Lyw = pE(ixdw + dixw) = pË(ddH) = 0 
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Soit (U;) un recouvrement ouvert localement fini de M tel qu’il existe 
un difféomorphisme h; de U; sur un ouvert de R?” pour chaque indice 
i. Soit u; la mesure de Radon restriction de la mesure u à l’ouvert U; 
obtenue en transportant par h; la mesure de Lebesgue À sur h;(U;). Soit 
À un borélien de M. Il existe un indice à pour lequel À est contenu dans 
un ouvert U; et un indice j pour lequel y,A est contenu dans un ouvert 
U;. Comme la mesure de Lebesgue À est invariante par hjguh;!, on à 


plp) = X(hjp,A) = XhiA) = u( A) 


13.2 Crochets de Poisson 


Définition 13.2.1. Soit (M,w) une variété symplectique. Le crochet de 
Poisson de deux 1-formes a et 8 sur une variété M est la 1-forme 


{a, B} = Xa, X8]® 
où Xa est le champ de vecteurs tel que à = ix, w. 


Proposition 13.2.2. Le crochet de Poisson dans A! (M) est une forme 
bilinéaire 

{a, ub; + vba} = u{a, Bi} + v{a, Ba} 
antisymétrique 


{a,B} = {pra} 


vérifiant l'identité de Jacobi 
{a,{8,7}} + {7 {a 8}} + {B, {r,a}} = 0 
et telle que pour toute fonction différentiable f 
{a, FE} = (Xa: f)B + f{a,8} 

Proposition 13.2.3. Soient a et B deux 1-formes fermées de M, on a 

{a, 8} = —du(Xa, XB) 
Démonstration. En introduisant la dérivée de Lie, on a 

{a,b} = ixa XV = Lxsix,w — ixl XaW 


Lxab —ix,;dix,w —ixsixa dw = Lx, B — Xda 
= dix, B +ix,dB = = d(ixaiXgw w) = ao 
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Définition 13.2.4. Le crochet de Poisson de deux fonctions différen- 
tiables f et g de différentielles df et dg est la forme différentiable 


{1.9} = —o( Xs, Xg) 
où Xy est le champ de la forme af. 


En notant X- f la dérivée de f par rapport à X, X- f : x > df(X(x)), 
on voit que 


{f9} = —wl(Xf, X) =X 9=-X;: f 
= Lx,g=-Lx,f =-df.X, 


Dans un système de coordonnées locales pour lequel w = Sp; A gf, le 
crochet de Poisson de deux fonctions f et g est donc 


_<=/0f 0g of 0g 
He (ee aan) 


En particulier {p;, qf} = 6) et {pi pj} = {q',q)} = 0. Les équations de 
Hamilton s’écrivent 


{d',H}=4 {p H} =b; 


Proposition 13.2.5. Le crochet de Poisson de deux fonctions est une 
dérivation bilinéaire, antisymétrique, vérifiant l'identité de Jacobi 


{F {9,R}} + {h {f:9}) + {9,{h, f} = 0 


et telle que 
{f gh} = R{f,9} + g{f,h} 


L'ensemble des fonctions indéfiniment différentiables muni du crochet 
de Poisson est une algèbre de Lie (car w est fermée). 


Proposition 13.2.6. Le crochet de Poisson vérifie 


d{ f, g} = {df, dg} 
Démonstration. En introduisant la dérivée de Lie, on a 
{df,dg} = Lx,dg-— Lx,df — d(ix,ix,w) 


= d(Lx,g—Lx,f—ix,ix,w) 
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Définition 13.2.7. Deux 1-formes œ et B sont en involution si 
w(Xa, Xg) = 0. Deux fonctions différentiables f et g sont en involu- 
tion si leurs différentielles df et dg le sont. 


Proposition 13.2.8. Pour que deux fonctions f et g soient en involu- 
tion il faut et il suffit que leur crochet de Poisson soit nul {f,g} = 0. 


Théorème 13.2.9 (de Poisson). Si une fonction différentiable f est 
en involution avec deux fonctions différentiables g et h, alors f est en 
involution avec le crochet de Poisson {g,h}. En particulier, le crochet 
de Poisson de deux intégrales premières g et h d’un système hamiltonien 
est une intégrale première. 


Démonstration. Le théorème découle de l’identité de Jacobi. Si 


{f,g} = {f.h} =0 


alors 


{f, {9, h}} z —{h,{f, g}} Fr {g, {h, fH =0 


Proposition 13.2.10. Le hamiltonien est une intégrale première des 
équations du mouvement {H, H} = 0. 


Proposition 13.2.11. Le commutateur des champs vérifie 
[Xr Xa] = X {5,9} 


En particulier, l’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens forme 
une algèbre de Lie. L'ensemble des intégrales premières d’un système 
hamiltonien est une algèbre de Lie. 


Démonstration. Pour toute fonction h, on a 


X{pg h = —{h, {f g9}} = DO PL — {9, {h, f} 
= Lx,{9,h} + Lx, {h, f} 
Lx, Lx h- Ly, bxh = L xah = Xr Xh h} 


Théorème 13.2.12. Soient (M,w) une variété symplectique, X un 
champ de vecteurs hamiltonien, H le hamiltonien et p, son flot. Pour 
toute fonction f, ona 


d 
at ° 4) = {f o p, H} 
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Démonstration. On a 


d 


d 
a op) = gaT = př Lxf = Lx(f o pi) = {f 0 pa H} 


Les systèmes hamiltoniens que nous avons considérés ne dépendent pas 
explicitement du temps. Dans le cas de systèmes non autonomes, si la 
fonction hamiltonienne dépend explicitement du temps, il faut considérer 
une variété M x R de dimension 2n + 1, dans laquelle la structure sous- 
jacente est symplectique. 


Théorème 13.2.13 (Équation de continuité). Soient (M,w) une 
variété symplectique, H un hamiltonien défini sur M x R, X le champ 
hamiltonien associé. Pour toute fonction différentiable f, on a 


Lxf =f 4s) 


Par conséquent Lx f = 0 si et seulement si f vérifie l’équation de conti- 
nuité ou équation de Liouville-Boltzmann suivante 


of 


+ {fH}=0 


Démonstration. En coordonnées locales 


of 20 əf. of 
On t Ə! | Op, 


Lxf =D X h= + (5H) 
i=1 


La seconde partie du théorème se déduit immédiatement de cette expres- 
sion. 


13.3 Systèmes lagrangiens 


Pour définir un système lagrangien, on introduit la notion de déri- 
vée par rapport à la vitesse ou dérivée verticale, aussi appelée dérivée 
lagrangienne. 


Définition 13.3.1. La dérivation verticale de A(Tw) est la dérivation 
iy de degré 0 de l'algèbre A(Tw) caractérisée par les relations : pour 
toute fonction f dérivable de Tm, 


if = 0 et is(df) =v“ (df) 
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Définition 13.3.2. La différentiation verticale de A(Tw) est l’antidéri- 
vation de degré 1 


dy = liv, d] = isd — diy 
Soit localement 
n 
Of , ; 
d == —d ? 
of D z 
i=1 
Proposition 13.3.3. La différentiation extérieure et la différentiation 
verticale anticommutent dd, = —-d,d. 


Définition 13.3.4. Le champ de Liouville sur Tm est le champ de 
vecteurs Q engendrant le groupe à un paramètre des homothéties de 
Tu : 0i : u — etu. Dans un système de coordonnées locales, le groupe 
04 : (q, p) — (q, ep) engendre le champ de vecteurs 


5 ð 
Q — Pis 
di 0d 
La forme différentielle 

n 

0 = pidq' 

i=1 
est appelée forme de Liouville. 
Proposition 13.3.5. Soit Q le champ de Liouville, on a 

lios Lol T La A Lois = do 

Démonstration. En utilisant la définition de la dérivation verticale, 


(liv, Laldf)(X) = (dQ - f) — Lav*(df))(X) 
vX -(Qf) — Q{uX - f) +N, X]. f 


= (wX): f 


Par ailleurs, 
(ivdf)(X) = df (vX) = (vX) - f 


d’où la relation donnant le commutateur. 


Proposition 13.3.6. Soient X un champ de vecteurs sur Tm et Q le 
champ de Liouville, on a 


vX = v[Q, X] — [uX, 9] 
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Démonstration. Dans un système de coordonnées locales, le champ de 
vecteurs s'exprime par 


i 0 re) 
HE? Ce 


Le champ de Liouville a pour ra 


Q = Die 
i=1 


Donc 
o 
vX = Da 

i=1 
et 

a. ¡ĝaj À 

GA 0Ÿ ği 
L’expression du crochet 

¡ĝaj À 
[uX, Q] = =D age = D où où 


i,j=1 


permet de vérifier la relation annoncée. 


Proposition 13.3.7. Soit Q le champ de Liouville, on a 
(dy, Lo] = doLo — Lody = dy 
Démonstration. On a, pour f 
[de, La]f = ivLodf — Loisdf = liv, Loldf = ivdf = de f 
et pour df 
[d, Lo]df dd(Qf) — Lodidf = -ddo (Nf) + dLode f 
—d(|dv, Lo] f) = -ddv f = dy(df) 


Définition 13.3.8. Soit M une variété différentiable de dimension n. Un 
système lagrangien (M,T, V) est la donnée d’une fonction différentiable 
T sur Tm appelée énergie cinétique et d’une fonction différentiable V 
appelée énergie potentielle telle que la 2-forme différentielle w = dd, T 
est une forme symplectique. La fonction L = T—V est appelée lagrangien 
du système. En coordonnées locales q = (qt, .., q”), Pénergie cinétique 
T (q, ġ) est une fonction de (q, ġ) et V (q) une fonction de q. On introduit 
un système de coordonnées généralisées en posant p; = 3. On note 


p= (pı, ian) 
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Proposition 13.3.9. Pour qu’un système (M,T,V) soit lagrangien il 
faut et il suffit que localement 


or 


Démonstration. Dans un système de coordonnées locales, la dérivée 
lagrangienne de T est 


d,T = Dri ' 
Par conséquent, la forme différentielle a pour expression 
dd,T = 5 dg À dg! + Ne ^ dé? 
US 
A di L zea dog? d' g 


Cette forme différentielle est une forme volume 


2 
w” = (1) D2! det | E3 


.l n $ n 
a)i A... A dg” Ada A... ^Adq 


si et seulement si le déterminant de la dérivée seconde de T est non 
nul. 


En définissant la fonction hamiltonienne de la manière suivante, la 
mécanique lagrangienne est liée à la mécanique hamiltonienne, comme 
le montre la définition et la proposition suivante. 


Définition 13.3.10. Soit (M,T, V) un système lagrangien. On appelle 
hamiltonien la fonction H définie sur M par H = QT — £ où Q est le 
champ de Liouville. En coordonnées locales 


-5i -e= 5 pii- H 
i=1 


i=1 


Proposition 13.3.11. Le champ de vecteurs X associé au système 
lagrangien (M,T,V) muni d’une forme fondamentale w et d’un hamil- 
tonien H = QT — L vérifie 


iyw = —dH 
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Démonstration. En coordonnées locales, on cherche à déterminer un 


champ X de la forme 
Z Ô ð 
ai= + n) 
E ( ðf öğ 
£ 8T OT ca OL OT i 
—— i J —— a;dq" + — b; J ——b;di" 
(ares OT agag go "ogg 1 ) 


X= 


En dérivant le champ de Liouville 
r-5i a 
= ağ 


on a 


d(AT) = 5 (host dg + agog À | E (grii) 


ij=1 


L'énergie cinétique a pour différentielle 
oT oT 
dT = 3 ou + gga 1 


Par conséquent, l’équation 
ixw = —dH = d(T - AT + V) 


conduit à la résolution du système d'équations pour à = 1,...,n 


ras di. = Aura: Dj 
Dojo i Loop” | 


? T 2 OT PE OT OV 
do tag aq 


Comme le déterminant det(E tr) Æ 0, le système admet une solution 
q ôq 


unique a; = q. 


Corollaire 13.3.12. Le hamiltonien H = QT —T —V est une intégrale 
première appelée intégrale de Painlevé. 


Théorème 13.3.13 (Équations de Lagrange). Le lagrangien L = T-V 
associé au système lagrangien (M,T, V) vérifie localement les équations 
du second ordre dites équations de Lagrange 

d (5) OL 


dt \dp; at = 
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Dans certains cas, on passe des équations de Hamilton aux équa- 
tions de Lagrange par transformée de Legendre. Mais en général, la 
transformation de Legendre n’est pas un homomorphisme du fibré tan- 
gent sur le fibré cotangent. Lorsque f est une fonction convexe vecto- 
rielle de x = (£1, ..., £n), la transformée de Legendre pour une variable 
p = (pı, Pn) est la fonction D(p) = © pizt — f(x(p)). Sur une variété 
différentiable, on adopte la définition suivante. 


Définition 13.3.14. Soit (M,T, V) un système lagrangien. On désigne 
par T et s les applications des fibrés tangent T : Tm — M et cotangent 
s: Ty — M et on note 0 la forme de Liouville. La transformée de 
Legendre sur la variété M est une application différentiable D : Tm — 
Ty de rang constant 2n telle que so D = T et D*0 = dT. 


Théorème 13.3.15. Si la transformée de Legendre D : Ty — Th est 
un difféormorphisme, alors les formulations lagrangiennes et hamilto- 
niennes sont équivalentes. 


Démonstration. En coordonnées locales, l’équivalence est immédiate. 
Soit 


0H.  ÔH 
dH = dp+ da 


Localement, la transformée de Legendre est caractérisée par p = OT /ðġå. 
En portant cette expression et celle du hamiltonien H = pġ — £ dans la 
différentielle dH, on a 


dH = jdp — IE 

ðq 

d’où on déduit 6H a ac 
17 Əp ðq ðq 

Par conséquent, H vérifie les équations de Hamilton si et seulement si 

L vérifie les équations de Lagrange. 


13.4 Équations de Hamilton-Jacobi 


Les transformations canoniques ont pour but de transformer un hamil- 
tonien H en un hamiltonien H’ plus simple. 


Définition 13.4.1. Soient (M1,w1) et (M2, w2) deux variétés symplec- 
tiques. On dit qu’une application f : Mı — Mə est une transformation 
canonique (resp. un difféomorphisme symplectique) si f est une appli- 
cation différentiable (resp. un difféormorphisme) telle que 


f w = w 
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Proposition 13.4.2. Soit (M,w) une variété symplectique. Les difféo- 
mophismes symplectiques sur M conservent la forme volume et l’orien- 
tation. 


Démonstration. La forme symplectique 
w= F dg A dpi 
induit la forme volume 
w” = (10/21! A... A dg” À dpi A... A dpn 
Le volume est conservé par les difféormorphismes car 


Remarquons que toute transformation canonique conserve les équa- 
tions de Hamilton. Mais la réciproque est fausse. La transformation 
Q = 2q, P = p conserve les équations de Hamilton, mais n’est pas 
canonique. 


Exemple 13.4.3. Les difféomorphismes P = qcotg(p) et Q = In (=!) 


forment une transformation canonique, car 


— 1 
dP AdQ = ( - 2 dp + cotg(p)da ) A (cote(phdg — aq) 
sin? p q 


1 
= ( _ - cotg?(p) ) dp ^ dq = dp ^ dq 
sin? p 


Lemme 13.4.4. Soit f une application différentiable sur M, alors pour 
tout champ de vecteurs X, on a 


(1) F Gigyxw) = ix fu 
(2) f“ Lajxw — Lx f*w 
Démonstration. Soit Y un champ de vecteurs quelconque, on a 
FGaxw)(Y) = igxwldfY) = wdf X, dfY) 
F'o(X,Y) = ix ffw(Y) 
La deuxième assertion se démontre de la façon suivante, 
f“ Laxo = Fdigxw + F'iarx duw 


dfigxw F F'iarx du 
= dix f'w+ixf"dw = Lxf'w 
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Proposition 13.4.5. Un difféomorphisme f est symplectique si et seule- 
ment si pour toute fonction différentiable sur M, on a 


df Xp =X fen 
Démonstration. Si f est symplectique, 
IX pap = d(ffh) = f*(dh) = f'ix,w 


D'après la première proposition du lemme précédent, en remplaçant X 
par d Xp, on a 
Fix, w = dgf-1x, fw 


et comme f est symplectique 


5 $ F 
ig- x, f Ww = tdf- X Y 


d’où 
X rh = di Xn 
Réciproquement, 
a(f*h) = f*(dh) 
= fřix,w 


D’après le lemme 
d(f*h) = ig-1x, fw 
= ÍX ppU 


on en déduit que 
f'w = w 


donc f est symplectique. 


Proposition 13.4.6. Un difféomorphisme f est symplectique si et seule- 
ment si il conserve le crochet de Poisson 


Fig, h} = {f 9, f*h} 
Démonstration. Évaluons le crochet 


F*{g,h} = f*Xgh 
J'Lx,h 
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D’après la deuxième assertion du lemme précédent, on a 


FAR} = Lx, FR 
Bras h 


Mais f est un difféomorphisme symplectique, donc 


FAR} = Xp fh 
{fg, fh} 


Nous admettrons le théorème suivant. 


Théorème 13.4.7 (de Jacobi). Soit f : Mı x R — Mə x R une trans- 
formation canonique. Il existe une fonction S sur Mı x R telle que pour 
toute fonction Hə de Mə x R, si Xə désigne le champ de vecteurs associé 
à Hə et Xı le champ de vecteurs associé à Hı = H2 0 f + 2a alors f 
conserve les équations temporelles de Hamilton 


f X2 = Xı 


Théorème 13.4.8 (Équations de Hamilton-Jacobi). Lorsque le hamil- 
tonien transformé H' est nul, il existe une fonction génératrice S véri- 
fiant pour i = 1,... n, les n équations dites de Hamilton-Jacobi 


S n (Z at) =0 
qi 


Si le hamiltonien ne dépend pas explicitement du temps, l’équation se 
réduit à 


où S' est la fonction S' = S + et. 


Démonstration. En coordonnées locales, considérons le difféomorphisme 
f défini pour i,k = 1,...,n par 


Q =Q mat) et P = P gt) 
Le hamiltonien H’ = H o f s'écrit dans les nouvelles variables 


PCR OP) = H(pi(P*, QF, t), d (Pr, Qr, t), t) 
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Appliquons f aux équations de Hamilton, 
. 2Q° QƏH  0Q*0H 
Q° = x 2 z | a i 
ôt -\ ôq A Opi 0q 


= Ho Qu 


ðh 
k aaia, 
ðH ðh 0Q° : ðh OP, 
pi  0Q Om OP dp 
De façon analogue, on a 


Bee R {PQ 


car 


ðh 
P, P}— 
oo + Pe Ph gp 
Le difféomorphisme f conserve la forme canonique des équations de 
Hamilton ok 3K 
a ; 
— r P, E 
dr F7 IQF 


Si les crochets vérifient 
ea e HOUR} =) 


et s’il existe une fonction S telle que 


əs as 
k 
EE Boa 
Q ðP, F7 9Qr 
on a alors 

PS Əh ð [25 

k =, 

Q JOP, 3P, OP, (o i n) 

; _@S ðh ð /əðS 

w = 350 Q 60 ( +h) 
d’où M 

K=Hof+— ot 


Corollaire 13.4.9. Si une fonction génératrice S(¢, at, t) telle que 


CES 


est une intégrale de l’équation de Hamilton-Jacobi, alors les fonctions 
_ OS b — OS 
Fo eo 


sont la solution des équations de Hamilton. 
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13.5 Cas des variétés riemanniennes 


Dans le cas des variétés riemanniennes, les géodésiques sont les courbes 
intégrales du système hamiltonien ou lagrangien. La transformée de 
Legendre est un isomorphisme de fibrés vectoriels. 


Théorème 13.5.1. Soit (M,T,V) un système lagrangien pour lequel 
M est une variété riemannienne. L'énergie cinétique 


T :Tm —R,T(v) =< v,v > /2 


est une métrique (pseudo-) riemannienne. Une courbe q(t) est une courbe 
intégrale du champ de vecteurs lagrangien si et seulement si q(t) est une 
géodésique. 


Démonstration. Notons gij la métrique. Pour le lagrangien 
L = gd à 


les équations de Lagrange s’écrivent 


dt 2 ð 
gisü -u = 2s) jak 
4 2 (ô  Oq 
Soit en utilisant la notation 
Ogij 
kij = aq 


et en multipliant par la matrice inverse g” 
g=" (an = ai) gg 
Ce sont les équations des géodésiques 
F +T = 0 


car les symboles de Christoffel vérifient 


ipga ni (djgux + kgij — Aigjk) dd 


1 SAN 
=ý C7 — 7) gig" 
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Théorème 13.5.2. Soit (M,T,V) un système lagrangien pour lequel 
M est une variété riemannienne. On note H le hamiltonien. Si l’éner- 
gie cinétique est une métrique riemannienne, alors on a les propriétés 
suivantes : 


1. La transformée de Legendre D : Ty — Ti, est un isomorphisme 
de fibrés vectoriels. 


2. Les formulations de Lagrange et de Hamilton sont équivalentes. 
3. L'application T o D! est une métrique riemannienne sur le fibré 


cotangent Tiz. 


Démonstration. On note gij la métrique. D’énergie cinétique est une 
forme quadratique (en utilisant les sommes implicites sur les indices 
répétés) 
Io saan 
T = Said 


L'expression locale de la transformée de Legendre est qi = q; et 


Pi = ağ — = 91,4 


Définition 13.5.3. Soit X un champ de vecteurs sur M. On note 7 
l'application du fibré tangent T : Ty — M et on appelle moment associé 
à X la fonction u : Tm — R telle que 


uv) = (X o T(v),v) 


En coordonnées locales, 
å) = > gd XŸ 
hJ 


Définition 13.5.4. Soit X un champ de vecteurs sur M, u le moment 
associé à X. On appelle viriel la fonction 


G = {H, u} 


Définition 13.5.5. Soit f une fonction quelconque du temps. On 
appelle moyenne temporelle de f, la quantité 


Jae fls 
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Si f(t) = dF(t)/dt est la dérivée par rapport au temps d’une fonction 
F(t) bornée, alors sa valeur moyenne s’annule 


Théorème 13.5.6 (du viriel). Soit (M,w, H) un système hamiltonien. 
On note p, le flot hamiltonien. Pour toute fonction f : M — R bornée, 
la moyenne temporelle du crochet {H, f} s’annule 


mel 
lim — 
tot 


JU, fr08, ds =0 
0 


En particulier, si M = R” et si l’énergie potentielle V est une fonction 
homogène de degré k, alors 


Ter 
2 
Démonstration. On a 
d 
{f,H}ov, = AU) 


Comme la fonction f est bornée 


f= mat f d(f o ps) 


foe- a 
t>œt 0 ds t B 


ds = lim 
t—00 
Dans le cas où M = R”, pour le champ X (q) = q, le moment associé est 
=X pid =p.q 
i 


En introduisant le hamiltonien H = T + V dans l'expression du viriel, 
on a 


G = {Hu} = X (ë + dpi) = i 


D’autre part 
OT |, 
i 


et 
OV 


{V,u} = > 5 
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La valeur moyenne de G étant nulle, on a 
= lo . 
T 02 ES A è 
2 Zag 6 
(3 
et si V est homogène de degré k le théorème d’Euler 


conduit à l'expression cherchée T = kV /2. 


13.6 Systèmes intégrables 


La notion d’intégrabilité est liée aux propriétés du groupe de Galois 
d’une équation différentielle linéaire, appelée équation aux variations. 


Définition 13.6.1. Soit H un hamiltonien. Une fonction F est une 
intégrale première ou une intégrale du mouvement si son crochet de 
Poisson {H, F} est nul 

{H,F}=0 


Définition 13.6.2. Un système hamiltonien sur une variété (M,w) de 
dimension 2n est intégrable sur un ouvert U de TŸ,, s’il existe n intégrales 
premières F,..,F, (dont Fı = H) en involution 


{F,H}=0  {F,F;}=0 


telles que les différentielles dF; sont linéairement indépendantes. 


L’équation aux variations consiste à injecter une solution particulière 
et à considérer le système linéarisé. 


Définition 13.6.3. Soit (M,w, H) un système hamiltonien, on appelle 
équation aux variations le long d’une solution q(t) l’équation différen- 
tielle linéarisée 
Q = (dX) Q 

Morales et Ramis ont proposé vers 1995 une méthode pour démontrer 
qu’un système n’est pas intégrable en regardant l’abélianité du groupe 
de Galois différentiel de son équation aux variations le long de toute solu- 
tion. Expliquons pour commencer ce qu'est le groupe de Galois différen- 
tiel. Munissons le corps de base K d’une dérivation. Comme les solutions 
des équations aux variations n’existent pas nécessairement dans le corps 
de base, on construit une extension différentielle L de K, qui est la plus 
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petite extension qui contient toutes les solutions de l’équation considé- 
rée. Cette extension est un corps appelé l'extension de Picard- Vessiot. 
Le groupe de Galois différentiel Gal(L, K) est le groupe (pour la com- 
position) des isomorphismes différentiels de L laissant K invariant. La 
méthode de Morales et Ramis se fonde sur le résultat suivant qui affirme 
que, si le système hamiltonien est intégrable avec des intégrales pre- 
mières méromorphes, alors la composante connexe de l’élément neutre 
du groupe de Galois différentiel de l’équation linéarisée le long de toute 
solution est abélienne. Une autre formulation est la suivante. 


Théorème 13.6.4 (de Morales-Ramis). Soient (M,w) une variété sym- 
plectique de dimension 2n, H le hamültonien du système et q(t) une tra- 
jectoire du champ X. Si X possède n intégrales premières en involution, 
alors l’algèbre de Lie du groupe de Galois de l'équation aux variations le 
long de q(t) est abélienne. 


Exemple 13.6.5. Le système à = x admet pour solution x(t) = ae 


avec a € C. Le groupe de Galois est donc le groupe C* et par conséquent 
abélien. Le système à = tx admet comme solution les fonctions d’Airy 
de première et de seconde espèce. On démontre que le groupe de Galois 
différentiel est SL(2,C) qui n’est pas abélien. Le système n’est donc pas 
intégrable. 


La définition de l’énergie cinétique inclut très souvent la masse du 
système T = mw = P (jusqu'ici nous avons pris m = 1). La 
quantité p = mw est appelée quantité de mouvement. D'un point de 
vue physique, les formulations lagrangiennes ou hamiltoniennes résultent 
d’un simple bilan d'énergie L =T — V ou H=T+V. 


Exemple 13.6.6. DL’oscillateur harmonique est le système mécanique 
d’un point matériel de masse m soumis à une force de rappel —kq. Il a 
pour hamiltonien 


1 1 
H= pE ko 
m Tgn 


Le système différentiel résultant des équations de Hamilton 
g=p/m p= -kq 


est équivalent à l'équation du second ordre ÿ + w?q = 0 (avec w = k/m) 
qui admet une solution de la forme q(t) = acos(wt + p), les constantes 
a et y dépendant des conditions intiales. 


Exemple 13.6.7. Le pendule simple est constitué d’une bille de masse 
m attachée à une cordelette de longueur L dont une des extrémités est 
fixe. Si 0 désigne l’angle que fait la cordelette avec la verticale, le système 
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a pour hamiltonien 
l 232 
H= 5m 0 — mgl cos(0) 
Les équations de Hamilton (pour q = 0, et p = b) 
l 272 
Ho -= 5m 0 — mgl cos(0) 
1 
= —p" — mgl cos(q) 


2m 


donnent le mouvement de la bille qui suit une équation différentielle de 
la forme . 
Ô + w? sin(0) = 0 


Exemple 13.6.8. D’oscillateur anharmonique a pour hamiltonien 
1 
H = (pi + p3) + Ag + (ai + q3)” 


On vérifie que le système admet une seconde intégrale première F en 
involution et par conséquent que le système est intégrable 


1 
(pag — pig)? + (a? + 42) 


1 
F=- 


2 
Les équations de Hamilton 
di =p 
d2 = p2 
pi = —4q (qi + à) 
Da = —2Àq2 — 4q2 (4? + 43) 
admettent dans le plan q2 = p2 = 0 une solution particulière 


_ iv? iv2 


t — a 
L’équation aux variations le long de cette courbe est 


Q=r 

Q2 = P 

Pi = —129Q1 = Qı 

Pa = —2(X + 20?)Q2 = —2(1 — $)Q2 


Ce système se décompose en deux sous-systèmes d'équations 


Q = SQ, Q2 = —2( À — z 


Systèmes intégrables 339 


Le système est intégrable et par conséquent, dans les deux cas, la com- 
posante connexe de l’unité de son groupe de Galois différentiel est abé- 
lienne. On peut d’ailleurs démontrer que dans les deux cas, le groupe de 
Galois est abélien. 


Exemple 13.6.9. Le système de Hénon-Heiles. Le hamiltonien de 
Hénon-Heiles est défini sur M = Rt par 


1 
H = (pi + p) — q2(a + q1) 
Le système est intégrable pour À = 6, car la fonction F suivante est une 
intégrale première 


F = q3 + 4q} + 4p2(p2q1 — pig) + 8a(q2q1 — på + 2aq3) 


On vérifie facilement que H commute avec F. Les équations de Hamilton 
sont données par 

di = pı 

d2 = p2 

Di = q2 + Aq? 

p2 = 2(a + qi)q2 
Le long de la solution particulière q2 = p2 = 0, l’équation aux variations 
vaut 


Qı = P 
Q2 = P> 
Pı = 2q Qı 


P, = 2aQ2 + 2q Q2 


Exemple 13.6.10. Le solide ďd’Euler-Poinsot. Il existe de nombreux 
systèmes intégrables, mais dans le cas d’un solide en rotation autour 
d’un point fixe différent du centre de gravité, on n’a que trois cas clas- 
siques d'intégration. La démonstration a été faite par S. Kowalewski et 
S. Lyapunov à la fin du XIX° siècle. Elle consiste tout d’abord à passer 
d’un référentiel fixe R à un référentiel mobile R! tournant avec le mo- 
bile et dans lequel le tenseur d'inertie est diagonal et de composantes 
(Li,1,13) où les I; sont des constantes positives I; > 0. Le passage 
du référentiel R au référentiel mobile R! s'effectue en introduisant les 
angles d’Euler. Les équations du mouvement sont appelées les équations 
d'Euler-Poinsot. On passe du référentiel fixe R de base (i, j,k) au réfé- 
rentiel Rı par une rotation d'angle Y appelé angle de précession autour 
du vecteur k. Puis, on passe du référentiel R1 au référentiel Ro par une 
rotation d'angle 0 appelé angle de nutation autour de l’axe des abscisses. 
Et enfin, on passe du référentiel Ro au référentiel R! par une rotation 
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d'angle p appelé angle de rotation propre autour de laxe des z. Les 
angles (Ÿ,0,%) sont appelés angles d’Euler. La vitesse angulaire Q est 
liée aux angles d’Euler par les équations 


Qı = Ÿ sin 6 sin p + Ê cos p 
Q2 = P sin 6 cos  — b cos y 
Qs = P cos 0 + ġ 


Dans le référentiel mobile R', le moment cinétique L a pour composantes 

= (Qıl, 021,313). L'équation du mouvement exprime que la déri- 
vée temporelle du moment cinétique dans le référentiel fixe est égale à 
la somme des moments des forces extérieures appliquées au centre de 
gravité G du solide. Dans le référentiel mobile R', on a 


_ +Q x L= mg OG xT 


où T est le vecteur de composantes I = (Y1, Y2, Y3) 


yı = sin sin y 
Yə = sin 0 cos 
Y3 = cos 0 


et OĞ le vecteur de coordonnées du centre de gravité (x1, £2, £3). La 
variation temporelle de T vérifie les équations de Poisson Ù =T xQ. 
Le mouvement du solide en rotation est décrit par les équations d’Euler- 
Poinsot . 

DOi + (I3 — D)0203 = mg(£372 — 223) 

Bo + (D — I3)Q193 = mg(z173 — £371) 

BQ3 + (B — L)%1Q2 = mg(x27 = £12) 


Ces équations admettent trois intégrales premières 


Fi 


H= T Ege 
F = D 
F3 = 5 

i 


Il n'y a que trois cas pour lesquels on arrive à trouver une quatrième 
intégrale et donc à avoir un système intégrable. Dans ces trois cas, on 
démontre que toutes les solutions des équations d’Euler-Poinsot sont des 
fonctions uniformes méromorphes (et même analytiques, à l’exception 
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peut-être de quelques singularités isolées) du temps complexe t € C. Ce 
sont : 

(1) Cas de Euler-Poinsot. Q1, Q2, Q3 > 0 et x; = 0. La quatrième inté- 
grale est la fonction 


EDD 
i 


(2) Cas de Lagrange. On peut toujours se ramener à un système dans 
lequel Qi = Q2 et x1 = x2 = 0. La quatrième intégrale est alors la 
fonction 


F1 = Q3 
(3) Cas de Kowalewski. On choisit les axes tels que Q1 = Q2 = 2Q3 > 0 
et ta = £3 = 0. En posant a = —mgzxı/Iz le système d’Euler-Poinsot 
201 = MN 
202 = Q13 = 473 
N3 = a2 


admet une quatrième intégrale 


2 
Fa = | + N2)? + aC + i72) 


13.7 Tores invariants 


Soit H(p,q) un hamiltonien complètement intégrable. Il existe alors 
des coordonnées symplectiques appelées coordonnées angle-action (0, T) 
pour lesquelles le hamiltonien est de la forme H = H(I) et les équations 
de Hamilton sont de la forme 


Í; = 0 (donc 1; = cte) 
; oH 

A 5 So 
0j OI; wj ) 


L'espace des phases est, dans ce cas, des tores invariants de dimension 
n et le mouvement sur chaque tore est de la forme 


t — (w (Dt, wo (Lt -wn (Dt) 


c’est-à-dire est quasi-périodique ou périodique ou un mélange des deux. 
Si pour n > 2, les wj sont incommensurables (i.e. si k -w = 0, pour 
k € Z” alors k = 0), c’est-à-dire indépendants sur Q, alors le mouvement 
rectiligne linéaire sur le tore T” = R” /Z” est quasi-périodique (et non 
périodique à cause de l’incommensurabilité). Ces tores sont les ensembles 


1;(p, q) = cte 
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Un tel tore est non résonant si les fréquences w;(1) sont fonctionnelle- 
ment indépendantes, c’est-à-dire si 


3H 
det | ——— 0 
PE 
L'ensemble des tores non résonants forme un ensemble dense. Si le sys- 
tème est perturbé, la plupart des tores sont complètement détruits. 
Certains sont seulement déformés. Si la perturbation est suffisamment 


petite, ces derniers emplissent l’essentiel de l’espace des phases. Pour 
une petite perturbation de la forme 


H = Ho + €H: 


telle que 


Ho 
det 0 
i (2) 7 
où H; est périodique sur les variables angles, on a le théorème KAM. 


Théorème 13.7.1 (Kolmogorov-Arnold-Moser). Si € est suffisamment 
petit, alors pour presque tout w = w(T), il existe un tore invariant T (w) 
du système perturbé qui est proche du tore invariant To(w) du système 
Ho non perturbé. 


Pour la plupart des conditions initiales, Kolmogorov a montré que le 
mouvement reste presque périodique. Il en résulte que les systèmes 


p = —-€0, Hi, 4 = wo(q) + Ed) Hi 


ne sont pas ergodiques sur la surface H = cte et que parmi les com- 


posantes ergodiques, il y a des composantes à spectre discret dont le 
complémentaire est de petite mesure de Lebesgue si Hı est petit. 


Exemple 13.7.2. Pour une balançoire de longueur l, d'équations 
= is J> 
q=p ù= —w" sinq 


et de période T (w(t + T) = w(t)), les points fixes sont les positions 
d'équilibre p = 0, q = kr pour k = 0,1,2,... Si w = cte, l'énergie 
se conserve, le système est intégrable. Les courbes sont sur la surface 
d’équation p? /2 — wcosq = h. Si w 4 cte et si w reste au voisinage de 
wo 


w? = wo(1 + £ cos vt) 


où v = 2r /T. L'énergie et les courbes ne sont pas conservées. 
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13.8 Représentations de Lax 


Une représentation de Lax d’un système d'équations différentielles 
t = A(x) sur une variété X est la donnée de deux applications L et M 
sur l’algèbre de Lie g où L est une surjection vérifiant l’équation de Lax 


L=[L,M] 
et où L est la dérivée le long du champ de vecteurs A et [L, M] est le 
crochet de g. 


Théorème 13.8.1. Si les équations du mouvement vérifient l’équation 
de Lax, alors 


1 
Ta = =t(L") 


sont des intégrales premières du mouvement. Avec des hypothèses sup- 
plémentaires, les 1, sont en involution. 


Exemple 13.8.2. Chaîne de Toda. On considère l’hamiltonien 
zï N 
H (x, p) sA A Lere, — £j41) 
25 


avec xN+1 = 1 (chaîne fermée). Les équations du mouvement sont 


On pose 
bi ai 0 porat aN 
ai b2 @2 
L= 0 a2 bs 
“a, QN 
an 0 an-ı bN 
et 
0 a] 0 AN 
—@1 0 a2 0 
M= 0 —a2 0 
: aN-1 
aN 0 —aN—1 0 


Les équations du mouvement 


Ł=[|L,M]=LM-ML 
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donnent N intégrales premières 

3L! = |L, M] 
d’où tr( LF) = cte, k = 1,2,..., N. Le système est complètement inté- 
grable. 


Remarque 13.8.3. Les paires de Lax fournissent une représentation 
des équations aux dérivées partielles. Soient L et M deux opérateurs 
différentiels linéaires, tels que 


dv = Mv, Lv = Àv 


où À est un paramètre. Alors la dérivée en temps de L vérifie la repré- 
sentation de Lax 
L = |M, L] 


En effet, en dérivant la relation spectrale, 
O (Lv) = Av 


o (L) v + Lô;v 
o (L) v + LMv 


on a 


ð (L) v Xdv — LMv 


AMv — LMv 


Or, en multipliant par M la relation spectrale M Lu = AMv et en insé- 
rant dans l’équation précédente 


ô; (L) v = M Lv — LMv 


on démontre la relation cherchée, puisque v est une fonction arbitraire. 
Pour une fonction u = u(x,t), en prenant 


L = sx + u, M = 4ôðzzy + OUz + 3ðzU 


on voit que la relation 
o; (L) v = [M, Lw 


conduit à l'équation de Korteweg-de Vries 
du = — buðu + Oyyrü 


où ôr = ð/ðx et Orxx = 0°/0x*, que l’on écrit aussi (pour simplifier) 
sous la forme 
Ut = —OUUx + Uxxx 
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13.9 Exercices 


Exercice 13.1. Soit H le hamiltonien 


1 a 
H(p, q) = 5 (Pi + p3) +e 


Ecrire les équations du mouvement et trouver une intégrale première 
(autre que H). 


Solution 13.1. Les équations du mouvement s’écrivent 
dı = Op H = pr, Di = -óp H = e2 41 
d2 = Op} H = pa, Da = ~p H = eP N 
L’addition des deux relations de gauche, 
dI/dt = pı + ġ2 = 0 
fournit une intégrale première 


I(p,q) = p1 + p2 


Exercice 13.2. Poursuivant l'exercice précédent, on pose 
1 L 1 1 
T= ee ay? y= 2P1 z= 2P2 


Ecrire les équations du mouvement et montrer que les matrices 


(RE) Se Li) 


donnent une représentation de Lax. En déduire deux intégrales premières 
du mouvement. 


Solution 13.2. Par dérivation, les équations du mouvement sont 


dz dy „3 dz 2 
— = g(z— y), A P 


Le commutateur 


x(z—y) —2r? 


[M, L] = | 2x? x(z — y) | 


est égal à dL/dt (par les équations du mouvement). Il s'ensuit les deux 
intégrales premières 


I (x,y,z) = trL = y+z 


et 
h(x, Y, z) = trL? = 9x? + y? + 22 
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Exercice 13.3. On considère le système dynamique suivant 


t = x(y — z) 
ý = y(z = x) 
à = 2(x — y) 


Déterminer un système de Lax et en déduire deux intégrales premières. 


Solution 13.3. Il suffit de considérer la paire de Lax 


0 1 x T+Y 0 1 
L=| y 0 1 |, M= 1 y +2 0 
1 z 0 0 1 T+y 


qui fournit deux intégrales premières 
I(z,y,z)=trL =r+y+z 


et 
L(x,y,2) = trL’ = ryz 


Exercice 13.4. On considère le mouvement d’un corps rigide repré- 
senté par les équations d’Euler 


t= (c — b) yz 
y = (a — c) rz 
ż = (b— a) zy 


où a,b,c € R sont des constantes du mouvement. Montrer que les quan- 
tités suivantes 
Lx, y, z) I de Aa y’ + z 


et 
I(x, y, z) = az? + by? + cz? 


sont des intégrales premières. Vérifier que les matrices 


0 =z y 0 —cz by 
L = z 0 —x |, M= cz 0  —ax 
—y x 0 —by azv 0 


forment une représentation de Lax, mais que cette représentation ne 
donne pas l'intégrale I2. 


Solution 13.4. Pour montrer que 1; et I2 sont des intégrales premières, 


il suffit de vérifier que 
dì dhk 


dt dt 
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ce qui est un simple calcul de dérivée. On vérifie également que 
OL = |M, L] 


Les traces tr(L*) avec k = 1,2,... sont donc des intégrales premières. 
tr(L) = 0 et tr(L?) = —211, mais aucune trace tr(L*) ne peut donner 
l'intégrale I2 car L ne dépend pas des coefficients a,b, c. 


14 


Relativité générale 


Inventée au début du xx° siècle principalement par Albert Einstein, 
la relativité générale est une théorie relativiste de la gravitation dans 
laquelle celle-ci n’est plus une force mais la manifestation de la cour- 
bure de l’espace-temps. C’est pourquoi elle est une belle application en 
dimension 4 du calcul différentiel dans les variétés riemanniennes. 

La relativité générale repose sur le principe d'équivalence qui identifie 
la masse gravitationnelle définie par le poids d’un corps (mgg) avec la 
masse d'inertie définie par les lois de la dynamique (m;7). La chute libre 
d’un corps m,g = my conduit à l'équation z(t) = 2 Ole La mesure 
du rapport des masses m,/m; confirme la validité du principe avec une 
précision remarquable. 

L'expérience de l’ascenseur d'Einstein met en évidence le caractère 
local de la correspondance. Dans un ascenseur uniformément accéléré, 
deux objets en chute libre ont des trajectoires identiques. En revanche 
si l'ascenseur est soumis à un champ de gravitation, les deux objets 
auront un mouvement de convergence latérale, chaque objet tombant 
vers le centre de la terre. Le champ de gravitation se traduit par une 
courbure de l’espace-temps. La géométrie euclidienne est insuffisante 
pour décrire les lois de gravitation. Les lois de la physique doivent être 
covariantes, c’est-à-dire conserver la même forme lors des changements 
de référentiels. En relativité générale, l’espace-temps est déformé par la 
présence de matière. Au voisinage d’une planète, un rayon lumineux ne 
se propage pas en ligne droite : il est incurvé par la masse de la planète. 


350  Relativité générale 


14.1 Équations d’Einstein 


Les équations d’Einstein s’établissent à partir du principe variationnel 
(ôS = 0), où l’action est définie par 


S= | Vigicdr 


Le lagrangien est la somme d’un lagrangien gravitationnel qui exprime 
le champ de gravitation 


—1 


Lg = — 
I 2%e 


(R — 2A) 
composé de la courbure scalaire R (contraction du tenseur de Ricci), de 
la constante cosmologique (A œ~ 0), de la vitesse de la lumière (c) et 


d’une constante 
__ 8rG 


ct 


faisant intervenir la constante de gravitation (G = 6.672. 107! 
m? /kg.s?) déterminée par la nécessité de retrouver l'équation de Poisson 
à la limite newtonienne, et d’un lagrangien matière qui contient les 
champs matériels et les dérivées covariantes du champ gravitationnel. La 
valeur |g| est le déterminant de la métrique |g| = det(g,,). La constante 
cosmologique À a été introduite en 1917 pour que la solution des équa- 
tions corresponde à un univers statique. 

Les équations d’Einstein relient le tenseur de Ricci Rv, la courbure 
scalaire R, la métrique g,, la constante cosmologique A et le tenseur 
énergie-impulsion 7,, 


1 
Rw az 3 PIu + A Guv = XTuv 
Cette équation est équivalente à 
1 
Rav = XL — >9uvT) + Agw 


En effet, en multipliant les équations d’Einstein par gy et en sommant 
sur les indices répétés, on a 


1 
9™ Ryw — 59" gw R + Ag” gyv = xg” Tu 
Or la courbure scalaire vaut R = g” Rys et la métrique vérifie 


g” Qu = ô, =4 
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Si on note T la trace T = g°T,,,, on a 
R-2R+AAÂA=YT 


d’où l’on déduit l'expression 


1 
XTuv + Ju (R jo 2A) 


1 
= xTw + > Juv(2A = xT) 


Rw 


1 
= X(Tuv cu zImT) D Agw 
Et en définissant le tenseur d’Einstein 
1 
Gw z= Ruw E 3 Iw 
les équations d’Einstein deviennent (en posant c = 1) 
Guv + Aguv = 8TGT (14.1) 


Elles établissent donc une égalité entre une composante géométrique 
(membre de gauche) et une composante matérielle (membre de droite). 
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En 1916, un an après la publication des équations d’Einstein, Karl 
Schwarzschild a trouvé une solution que prend la géométrie à l’extérieur 
d’un objet à symétrique sphérique de masse m qui produit le champ de 
gravitation. La métrique stationnaire la plus générale est de la forme 


ds? = A(r)c?dt? — B(r)dr? — r?° (do? + sin? ado) 


Les fonctions A(r) et B(r) étant positives, on pose A(r) = el") et 
B(r) = e"). La métrique du champ central stationnaire a donc pour 
expression 


ds? = OPd — endr? — r? (a? + sin? Ode) 


Lorsque r tend vers linfini, l’espace est plat et l'élément d’univers ds? 
tend vers 


ds? = Cdt? — dr? — r? (de? + sin? Ode) 
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On a donc que Ar) et B(r) tendent vers 1 et par conséquent v(r) et 
X(r) tendent vers 0. Les composantes covariantes non nulles du tenseur 
métrique sont donc celles de la matrice diagonale 


qu = diag(e”(), Se} en —r? sin? 0) 

Comme le déterminant vaut 
g= -rf sin? Ber CTAC) 
les composantes contravariantes s’en déduisent 


g = diag(e™™") , —e7>0), —1/r?,—1/(r? sin? 0)) 


De ces relations, on calcule les 32 symboles de Christoffel dont les seules 
composantes non nulles sont (plus leurs symétriques), en notant v’ la 
dérivée du/dr par rapport à r 


1 PEN 5 Z2) 1 — À 
ILE 5": g = ret, To= r sin? ĝe, Th = ye 
1 1 
0 0 : 
Pro = T% = Top = — sin 0 cos, Ty = cot, I% = A 


À partir de ces expressions, on déduit les composantes du tenseur de 
Ricci par la formule (en sommant sur u et v, ce qui conduit à une 
somme de 36 termes) 


Rij = Ru = oTi — dt, + AR — ET, 


Le tenseur est diagonal et se réduit à quatre équations : 


1 
Rx = (+U X) =) ex 


2 r 
_ l y i da 1 \ 
er | | 4" ( À) r 
Rø = (1-e*)+ se — v/) 
Rọ = Ropsin’0 


En écrivant que dans le vide, chaque composante du tenseur de Ricci est 
nul Rw = 0, on déduit de la différence de la première et de la deuxième 
équation que v’ + X = 0, et par conséquent que À + v = cte. Comme la 
métrique guy converge vers la métrique de Minkowski 7,,, lorsque r tend 
vers linfini, on doit donc avoir À = —v. En portant dans la troisième 
équation, on obtient 1 — rà = eò qui se résout en e7ò = 1 —r,/r 
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où r, est une constante d'intégration, déterminée par l’approximation 


newtonienne 
2Gm Ta 
Ott Z 1 = 1 


La constante r, est appelée rayon de Schwarzschild 


2Gm 
rs = — 


C 


Dans le système d’unités de Planck (où les constantes fondamentales de 
la physique valent 1), le rayon de Schwarzschild est simplement le double 
de la masse de l’objet céleste considéré 


Ts = 2m 


Finalement, la solution de Schwarzschild est 


2 
ds? = ( z =) Cdt? — e — r? (a? + sin? odo) 
1— =) 
= 


Si dans les équations d’Einstein, on tient compte de la constante cosmo- 
logique Ru = Ag, la métrique de Schwarzschild devient 


Hs : 
ds? = (ı me jar!) dt? = I r? (a? + sin? odo) 
r Te 2 
(i : gr ) 


Cette métrique est la métrique d’une sphère dans l’espace euclidien qua- 
dridimensionnel de rayon fini R = /3/A. L'univers est donc fini et de 
rayon R de l’ordre de 1/VA. 

La métrique de Schwarzschild ouvre la possibilité d’une expansion 
globale de l’univers. Elle dit que la distance entre objets au repos par 
rapport à l’ensemble de lunivers croît comme a(t)?. La vitesse de cette 
expansion est mesurée par la constante de Hubble 


H=-#71km.s !Mpc ! 


SRE 


(1 Megaparsec = 1 Mpc, 1 parsec = 3.26 années-lumière = 3.09 x 1016 
m). En 1929, Hubble constata que plus les galaxies sont lointaines, plus 
leurs spectres présentent un décalage vers le rouge. Il montra que les ga- 
laxies ont une vitesse d’éloignement proportionnelle à leur distance. Pour 
connaître cette constante H, il suffit de choisir un groupe de galaxies et 
de mesurer les décalages vers le rouge des spectres. 
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Imaginons qu’on détecte un signal lumineux à to (temps de réception) 
qui a été émis par une galaxie à tı (temps d'émission). Comme les pho- 
tons qui nous parviennent ont suivi une géodésique de la métrique de 


Schwarzschild ds = d0 = dọ = 0, on a 


dr? 


CRT PT. 
cdt — a QE 


= 0 


d’où en intégrant 


to dt Tı dr 
ee 
tı alt) 0 1 — kr 
Soit Tı le résultat de la mesure de la période de l’onde effectuée par 
l'émetteur et To le résultat de la même mesure effectuée par le récepteur, 


gma toT d 
0+70 dt 
1 —— = f(r) 


ti+Ti a(t) 


d’où par soustraction 


pe" dt Te dt 

ao a daa a 

et en supposant que a(t) ne varie pas pendant la mesure de la période, 
il vient 


Ti To 


a(tı)  a(to) 


soit en introduisant les longueurs d’onde, 


To ào a(to) 
Ti À a(t:) 


=1+2z 


Cette relation définit le décalage spectral (ou redshift) z. C’est ce redshift 
qu’il faut mesurer pour connaître la vitesse d’éloignement des galaxies, 
expression de l’expansion de l’univers. 

La métrique de Schwarzschild modélise aussi la géométrie des trous 
noirs statiques (de moment cinétique J = 0), sans charge (de charge 
électrique nulle Q = 0). Un trou noir est un objet céleste si compact 
qu'aucune matière ni rayonnement ne peut en sortir. Il est représenté 
par une sphère, appelée horizon des événements, qui délimite le lieu des 
points où tout rayonnement ne peut s'échapper. 

D'un point de vue théorique, il existe quatre types de trous noirs 
selon qu’ils sont en rotation ou non, et selon s’ils portent une charge 
électrique ou non. Dans chaque cas, la métrique est différente : métrique 
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de Schwarzschild (J = 0, Q = 0), métrique de Kerr (J # 0, Q = 0), 
métrique de Reissner-Nordström (J = 0, Q # 0) et métrique de Kerr- 
Newman (J Æ 0, Q # 0). D’autres possibilités existent comme par 
exemple le remplacement de la charge électrique du modèle de Reissner- 
Nordström par une charge magnétique, bien que cela n’ait pas été 
observé. 

La métrique de Schwarzschild présente une singularité de la compo- 
sante grr = —1/(1 — rs/r) pour r = rs. Cette singularité peut être 
éliminée en changeant de système de coordonnées, comme cela a été 
proposé par Kruskal et Szekeres. En posant, si r > fs, 


t 
u = e/s cosh (=) E z 


Ts Ts 
t 
v = e/s sinh (=) Du 1 
23 Ts 


et si r < fs, 


u = e"/?"s sinh (+) Lij 


Ts Ts 
t 
v = e/s cosh (=) = 1 
2rs Ts 


on obtient la forme de Kruskal de la métrique de Schwarzschild 


ds? = 
= 


143 Métrique de Kerr-Newman 


La métrique de Kerr-Newman (1963) est à la base de l'étude relativiste 
des étoiles relativistes en rotation. L’effondrement gravitationnel d’une 
étoile vers un trou noir de masse M, de charge Q et de moment cinétique 
J est caractérisé par la métrique 


2 


. 2 2 
nag ((r? + a?)do — adt) dr? pdo? 


P 


A 2 
ds? = n (at — asin? od) — 
où on a posé 

A = 7? —92Mr + a? +Q? 


et 


J 
2 2 2 2 

=r? + 9 et a = — 
pP r a COS eta M 
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La métrique de Kerr-Newman ne définit un trou noir que si 
a2 +Q? < M? 


Si Q = J = 0, on retrouve la solution de Schwarzschild. Si Q = 0, on a 
la solution de Kerr et si J = 0, on retrouve l'expression de la métrique 
de Reissner-Nordström (1919) à l'extérieur d’un corps de charge Q dans 
un champ électromagnétique 


2 M 2 2) 
ds? = h sa ' e | de TE - 
a) 


re r2 


r? (a? + sin? odo) 


14.4 Métrique de Robertson-Walker 


Le principe cosmologique affirme l'existence d’un temps universel et 
pose qu’à suffisamment grande échelle lunivers spatial est homogène et 
isotrope. Pour déterminer la métrique 


ds? = die, zl,x?,x°)dx" dx" 


il faut déterminer les dix composantes indépendantes du tenseur guv 
(puisque guv = vu est symétrique). Dans l’hypothèse d’un univers 
homogène et isotrope, la métrique est (avec c = 1) 


ds? = dt? — a?(t)F?(r)(dx? + dy? + d2?) 


Pour un univers isotrope homogène rempli d’un fluide parfait, la 
métrique Robertson-Walker est de la forme 


dr? 
1 — kr? 


ds? = dt? — a?(t) | + r? (d0? + sin? 5) 
Le facteur d'échelle a(t) régit l'équation de Friedmann, il est lié au déca- 
lage spectral vers le rouge. Selon les valeurs de l'indice de courbure k on 
aura : pour k = 0 un espace euclidien, plat, ouvert ou fermé, pour k = 1 
un espace fermé à courbure positive, et pour k = —1 un espace ouvert à 
courbure négative. 

À partir de la métrique de Schwarzschild, il est possible de calculer la 
courbure. En notant a pour a(t), les composantes de la métrique 


2 


1 — kr?’ 


ge2 = —r?@, g33 = —a?r?sin? 0 


go = 1, gu1 = 
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conduisent aux symboles de Christoffel, dont les seuls symboles non nuls 
sont | P 

r} = aàgij, Toj = zs 
De ces symboles, on déduit les composantes covariantes du tenseur de 
Ricci (Roi = 0) 


a E He 
Roo = Te Rij = (üa + 2à ) di 


et la courbure scalaire qui dépend de la constante de Hubble, 


és . \ 2 
à à 
pe É + ($) | 
a a 
Pour un univers homogène et isotrope, le tenseur d’énergie-impulsion est 


de la forme 
pa 


1 — kr? 
La densité d'énergie et la pression locale ne dépendent que du temps. 


Too =p, Ti — 


14.5  Équations de Friedmann 


À partir des résultats précédents, il est possible de calculer le tenseur 
d’Einstein : 
1 3 7/2 
Goo = Ro- 3 900 > (à + k) 
(2aä + à? + k) 


GR (1 — kr?) 


En écrivant les équations d’Einstein (14.1), c’est-à-dire en égalant les 
expressions précédentes au tenseur énergie-impulsion, on établit les équa- 
tions de Friedmann 


à\? k 8T A 
($) ao ge 3 
Š .\ 2 
2” - (5) i = -8rGp-A 
a a a 


La première équation montre que le taux d’expansion cosmique croît 
avec la densité de lunivers. En portant la première équation dans la 
seconde, on obtient l'accélération de cette expansion qui diminue avec 
l'augmentation de la pression et de la densité d'énergie, 


9 16628 


a 3 3 
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Pour un fluide parfait dont l’équation d’état est de la forme 
p = wp 


on distingue deux cas : 


1. Si w = 1/3. D’univers est dominé par le rayonnement. La densité 
est de l’ordre de p x 1/at. Le facteur d'échelle a évolue propor- 
tionnellement à #//2. 


2. Si w = 0. La pression est nulle et lunivers est constitué de pous- 
sière. Le rayonnement électromagnétique est négligeable. L'univers 
est dominé par la matière froide (c’est-à-dire non relativiste). La 
densité p est proportionnelle à 1/a. Le facteur d'échelle a est pro- 
portionnel à 42/3. 


Pour un fluide à pression et à densité positives et pour une constante 
cosmologique nulle, l'équation de Friedmann dit que le rapport ä/a est 
négatif, donc que sa dérivée première à est positive. La fonction a est 
concave et doit par conséquent s’annuler dans le passé (big-bang). C’est 
cet instant qui est pris comme origine des temps. La mesure de la vitesse 
d’éloignement des galaxies permet en théorie d’obtenir un majorant du 
temps écoulé depuis cette origine, autrement dit d’avoir l’âge de l’uni- 
vers (environ 14 milliards d'années). La concavité du facteur d'échelle 
assure qu’indépendamment de son contenu, lunivers de Friedmann est 
en expansion décélérée. Mais cela peut être contredit si on ajoute la 
constante cosmologique 

ä = -HS (p+3p— Aa 
Si (p + 3p) devient négligeable devant A, alors l’expansion de l'univers 
peut accélérer. En introduisant la densité critique de l’univers et en 
notant H = à/a la constante de Hubble 


3H? 
8rG 


la deuxième équation de Friedmann que l’on peut réécrire sous la forme 


k  8rG 


Ro =z (P= Pe) 


Pe = 


indique que si l’on sait mesurer la densité critique de lunivers, alors on 
peut caractériser son expansion. Si p < pe l'expansion ne s’arrête jamais, 
k < 0 et lunivers est hyperbolique. Si p = pe, k = 0 et lunivers est plat. 
Enfin si p > pe l'expansion s'arrêtera dans le futur, k > 0, lunivers se 
contractera en un big-crunch et sa géométrie est sphérique. 
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Dans les modèles de Friedmann-Lemaître à constante cosmologique 
nulle, la courbure de l’univers est directement liée à sa densité. Elle 
impose l’évolution temporelle de lunivers : le temps est fini dans le mo- 
dèle sphérique et infini dans le cas euclidien ou hyperbolique. Si on sup- 
pose la topologie la plus simple possible, l’espace est, comme le temps, 
fini dans le cas sphérique et infini dans les deux autres cas. Si la constante 
cosmologique est non nulle, il n’y a plus de lien direct entre la courbure 
et la dynamique de l’univers. Un espace sphérique peut avoir un temps 
infini. 


14.6 Ondes gravitationnelles 


Lorsque des corps massifs compacts, comme des trous noirs ou des 
étoiles à neutrons, perturbent la courbure de l’espace-temps, il se produit 
des vibrations qui engendrent des ondes gravitationnelles. Considérées 
comme des perturbations de la métrique, il suffit de développer celle-ci au 
voisinage de la métrique de Minkowski pour les mettre en évidence. Du 
point de vue expérimental, le passage d'une onde gravitationnelle dans 
un détecteur comme l’interféromètre Virgo ne produit qu’une variation 
de distance du faisceau laser de l’ordre de 10719 m. On comprend dès 
lors l'extrême difficulté pour les détecter. 

Dans l'approximation des champs faibles, les équations d’Einstein 
se linéarisent. Considérons que la métrique diffère de la métrique de 
Minkowski par une petite perturbation 


Juv T. N uv + Ehu 


où 7, est la métrique de Minkowski 9, = diag(1,—1,—1,—1) et huv 
est indépendante du temps. Soit h la trace de huy et O le d’alembertien 
ðo o o? 


| ðr ðr, OP A 


Dans cette approximation, le symbole de Christoffel 


1 p8 (a agug qu) 
2 ðr  Oxh Ox? 


A — 
Msz 
se linéarise, en utilisant 


OGuv me INu aa Ehu) e huv 


axl axl axl 


et la formule (que l’on démontre facilement) 


ge os neÊ = EheÊ 
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En négligeant les termes en £?, 


Q 1 Q 
Lu = 38n P (ghur + Ouhug — O8hgy) 


et en utilisant l’expression du d’alembertien 


huv = n” did 


le tenseur de Ricci s’écrit 


1 | oh? he ah ) 


Rw = 2° OxHOx  OxOx lou Ox0rP 


et la courbure scalaire devient 


d2h°8 
Lu: (ae g ) 


Si l’on pose 


1 
Yiv = Ruv = S'il 


sous la condition de la jauge de Lorenz 


DUT = 0 


les résultats précédents conduisent à léquation linéarisée 


Yw = (huw = nh) Z 2XTuv 

Le choix de la jauge permet de choisir quatre conditions sur les hy et 
donc sur les guv. On a donc six équations pour déterminer les six fonc- 
tions g indépendantes. Le tenseur énergie-impulsion Ty d’un fluide 
parfait dans lequel la pression est nulle et dont la vitesse de la matière 
est nulle se réduit à une seule composante Too = pc? où p est la den- 
sité de masse. Dans l’équation linéarisée, comme hyuy ne dépend pas du 
temps, le d’alembertien se réduit à un laplacien et équivaut à 


hoo = Ahoo = xpe 


En posant hoo = 2®/ c et en remplaçant la constante x, on retrouve 
l'équation de Poisson 


4 


A = Zox = 4rGp 
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À l'approximation en champ faible, l'élément de ligne d’univers se réduit 


` 


à 


25 25 25 
ds? = ( Ea ) dt? ( z ) dz? ( 2 ) dy? (1 2) dz? 


et la métrique vaut 


, 2 _ 29 2 2 
guv = diag | 14 Z 14 2 1+7 1+- 


L’équation linéarisée montre qu’en l'absence de sources (Typy = 0) un 
rayonnement gravitationnel peut se propager. L’effondrement gravita- 
tionnel d’une étoile en un trou noir, l’explosion d’une supernova, le 
mouvement d’une étoile autour d’une planète donnent lieu à des ondes 
gravitationnelles. Les équations linéarisées (JY = 0) forment un système 
hyperbolique contrairement aux équations de la relativité galiléenne de 
type elliptique (AY — 0). 


14.7 Exercices 
Exercice 14.1. En utilisant le formalisme des tétrades, choisir une base 


de vierbeins, calculer les connexions, le tenseur de Riemann et le tenseur 
de Ricci pour la métrique de Schwarzschild écrite sous la forme 


ds? = a?(r)dt? — b?(r)dr? — r?d0 — r° sin? 0de? 


où a et b sont des fonctions dérivables. Montrer que les équations dans 
le vide conduisent à une solution de la forme 


a? (r) = (ı + £) et b?(r) = (ı + E 


Montrer par des considérations physiques que la constante est k = —2m. 


Solution 14.1. À partir de expression de la ligne d’univers, on choisit 
en notant a pour a(r) et b pour b(r) une base non holonome 


ut = adt, w" = bdr 


w? = rd, w? = rsinbdo 
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En prenant la dérivée extérieure, on construit les 2-formes (le prime est 
la dérivée en r) 


1 


dut = d'adr À dt = Tu" Au! 
dw" = 0 
1 
dw? = dr A d9 = pu" Aw 
r 
dw? = sinôdr À dy + r cos 0dô À do 
1 
P er p 0 (0 
ro” ii Kado A 


En écrivant les équations de structure de Cartan, 


dut = -Ina 
= -IÉ nut IÉ Awa" T$ Aw? ThA 


et en comparant aux équations précédentes, on voit que 
! 


a 
i =T =T= 0 et T,= Tu 


En faisant de même pour les autres indices, on a 


1 
0 _ mrm o_ t$ o 
D =r zosi iE 
t0 
D = r? =T? = 0 et T? = ZZ w? 
r 


La métrique de Minkowski 7, = diag(1,—1,—1,—1) permet de baisser 
ou de lever les indices 


T4 = n Tir Pir = Tu = NT = 1 


Le calcul des coefficients l'y s'effectue par la formule usuelle (somme 
sur les indices répétés) 


Foi 
d’où par identification 
! 
I7 = I = ut 
b 
on déduit que 
a 
Tr =: 
tt b 


et de même pour les autres coefficients 
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De la seconde équation de structure de Cartan, 


k k l 


on a 
% = dY ETAT 
= d+; AHIA, +AT? +r, ATY 
= a 


puisque les coefficients T% = r? = T? = TŸ = 0 sont nuls. Il s'ensuit que 


Q; w 


Il 
a 
PERS 
els SR 
A D 
Il 


Or 
r 1 T r t 1 r t r 
Q; = 9 rit Aw + 9 ttr Aw 
1 
= 2 ( trt gi Rir) w” A wt 


Et comme 
r rr E ne ro z 
tir =N Rrttr = —Rritr = Rrtrt = Npr Rire = — Trt 


il vient 


U = z (Rin — Rir)" AU = Rino" Nu 


1 
2 
Ce qui implique que 


HOMOMOIO)E 


Le même travail permet de montrer les résultats suivants 


1 

T = r = — 1 S 

0t0 yty rb a 
/ 
Rt — ft. — Ab 
Oro pre rb2 b 


1 1 
0 = 
Roop = 73 (1- z) 
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Ce qui permet de calculer les composantes du tenseur de Ricci 


Ru 


Riu + Rin + Re + RẸ 
a'\' IN? a'N /b' 2 {a! 1 
(CÉCEC CEAQIE 
a'\' a'N? a'N (b 2 /b 1 
Rrr = p 
Ee an 
1 bV d 1 1 
= 1 
Rao r B2 G Tea ( z) 
et une expression similaire pour Roy. 
En écrivant les équations dans le vide, c’est-à-dire en annulant les 


composantes du tenseur de Ricci et en additionnant Ru et Rrr on voit 
que 


d W 
Lohe) 
ap 


d’où a(r)b(r) = cte. En reportant ce résultat dans la dernière équation 


Rog = 0, on a 
b' 2 
2r—=1—b 
7 


Cette équation admet comme solution 


b(r) = (i + 


Par conséquent, on déduit l'expression de a(r) 


me (i ; n 


D’après l'approximation des champs faibles, les coefficients valent donc 


a° (r) = (1 +28) avec D = ee 


d’où en unités de Planck 


a?(r) = (1 — my et b?(r) = (i — à 
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